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Introduction
L’e´tude des grandes de´formations des membranes hypere´lastiques est d’une grande
importance pour de nombreuses applications me´caniques s’inte´ressant aux structures
gonfle´es ou soumises a` une pression interne. Dans le domaine biome´canique, la compre´-
hension et la simulation du comportement des membranes biologiques permet d’ame´liorer
les techniques chirurgicales, notamment pour les proble`mes cardio-vasculaires. Dans le
domaine de la mise en forme, la simulation nume´rique des proce´de´s industriels de thermo-
formage ou de moulage par extrusion-souﬄage permet d’optimiser la ge´ome´trie des objets
plastiques fabrique´s (bouteilles, re´servoirs ...) tout en re´duisant les couˆts de conception
et les couˆts matie`re. Pour la caracte´risation du comportement des mate´riaux polyme`res
et plus particulie`rement des e´lastome`res et caoutchoucs, la reproduction des e´tats de
de´formation biaxiaux passe souvent par l’e´laboration de montages expe´rimentaux consis-
tant a` gonfler une membrane. Les re´sultats provenant de ces expe´riences sont plus difficiles
a` interpre`ter que ceux issus des essais classiques (traction, cisaillement) puisque les e´tats
de de´formation mesure´s ne sont pas homoge`nes. Le traitement de ces re´sultats ne´cessite
donc la mise en e´quations et la re´solution du proble`me de souﬄage correspondant a` l’essai,
avant de pouvoir utiliser les me´thodes classiques de recalage.
Le pre´sent travail s’inscrit dans le cadre ge´ne´ral de la mode´lisation et de la simulation
du comportement des membranes souﬄe´es. Ces proble`mes sont fortement non-line´aires a`
la fois du point de vue ge´ome´trique (grandes transformations) et du point de vue du com-
portement du mate´riau. Les mate´riaux e´tudie´s ici admettent un comportement de type
caoutchouc qui est classiquement mode´lise´ par des lois de comportement hypere´lastiques et
incompressibles. La plupart des travaux dans ce domaine concernent des applications axi-
syme´triques pour lesquelles les e´quations re´gissant le mouvement (ou l’e´quilibre) des mem-
branes sont conside´rablement simplifie´es. Ainsi, de nombreuses me´thodes de re´solution
quasi-analytiques ou nume´riques sont propose´es dans la bibliographie permettant par
exemple des e´tudes de´taille´es des phe´nome`nes d’instabilite´. Dans le cadre tridimensionnel
(ou non-axisyme´trique), l’utilisation de la me´thode des e´le´ments finis devient indispen-
sable. Dans ce contexte, la plupart des e´tudes s’inte´resse a` la simulation des proce´de´s de
formage e´voque´s pre´ce´demment. Les phe´nome`nes instables ou encore la prise en compte
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de l’anisotropie de certains mate´riaux sont encore peu aborde´s dans la litte´rature.
L’objectif de nos travaux de recherche est de proposer une approche tridimension-
nelle mieux adapte´e aux proble`mes de souﬄage libre conside´re´s. Pour cela, un nouvel
e´le´ment fini prenant mieux en compte les caracte´ristiques ge´ome´triques des membranes
que les e´le´ments finis classiquement utilise´s (T3, Q4 ou Q8) a e´te´ de´veloppe´. Sur cette base,
deux e´tudes ont e´te´ mene´es a` bien. La premie`re consiste a` ge´ne´raliser les approches hy-
pere´lastiques isotropes au cas des mate´riaux hypere´lastiques anisotropes. Le cadre ge´ne´ral
hypere´lastique anisotrope est ainsi e´tabli et applique´ au souﬄage libre quasi-statique de
membranes isotropes transverses. Les re´sultats obtenus dans cette e´tude sont aussi uti-
lise´s pour simuler le thermoformage d’objets plastiques renforce´s par des fibres, une loi
de comportement de ce type ayant e´te´ implante´e dans un code de calculs de´veloppe´
pre´ce´demment au Laboratoire [VER97]. La seconde e´tude s’inte´resse a` la stabilite´ et au
comportement post-bifurcation des membranes souﬄe´es librement. Dans ce contexte, des
me´thodes de re´solution adapte´es ont e´te´ mises en œuvre et des re´sultats inte´ressants
mettent en e´vidence l’apparition de modes de bifurcation axisyme´triques et asyme´triques.
Le premier chapitre de ce me´moire propose une revue bibliographique des diffe´rents
travaux relatifs au souﬄage de membranes. Les approches nume´riques et expe´rimentales
sont aborde´es. L’accent est mis sur la part importante occupe´e par les approches axi-
syme´triques.
Dans le deuxie`me chapitre, apre`s quelques rappels de me´canique des milieux conti-
nus et particulie`rement la formulation en variables convectives, le cadre ge´ne´ral de l’hy-
pere´lasticite´ est examine´. Ceci nous conduit a` e´crire la fonction e´nergie de de´formation
du mate´riau comme une fonction d’invariants bien choisis, aussi bien pour les mate´riaux
isotropes (ce qui est classique) que pour les mate´riaux anisotropes. Ce cadre ge´ne´ral
permettra par la suite l’e´criture de mode`les de comportement anisotropes ge´ne´ralisant
les mode`les isotropes bien connus ne´o-hooke´en ou de Mooney-Rivlin. Finalement, ces
de´veloppements sont applique´s a` la description de la cine´matique des membranes, avant
d’expliciter les e´quations de leur mouvement.
Le troisie`me chapitre est consacre´ a` la mise en œuvre nume´rique. La me´thode des
e´le´ments finis est brie`vement pre´sente´e et applique´e au souﬄage quasi-statique des mem-
branes. Le code de calculs que nous avons de´veloppe´ est ensuite pre´sente´. Sa principale
originalite´ re´side dans l’approche programmation oriente´e objet (POO) qui a e´te´ adopte´e,
et plus particulie`rement dans la traduction des concepts de la POO en Fortran 90. Ainsi,
notre outil nume´rique be´ne´ficie des avantages de la POO (modularite´, portabilite´ ...)
mais aussi des performances reconnues du Fortran en termes de calcul nume´rique. Les
premiers re´sultats obtenus avec des e´le´ments finis classiques montrent la ne´cessite´ d’uti-
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liser un grand nombre d’e´le´ments afin de reproduire fide`lement les ge´ome´tries de´forme´es
complexes. Un nouvel e´le´ment fini est alors propose´. Celui-ci assure la continuite´ des
directions tangentes a` la membrane en tout point et re´duit ainsi conside´rablement le
nombre de degre´s de liberte´ ne´cessaires a` la re´solution des proble`mes. Sa formulation et
son implantation dans le code sont de´taille´es et valide´es.
Les me´thodes de re´solution utilise´es sont examine´es dans le chapitre IV. Tout d’abord,
nous nous inte´ressons a` l’e´tude nume´rique de la stabilite´ et du comportement post-
bifurcation des membranes souﬄe´es. Pour cela, des algorithmes spe´cifiques sont pre´sente´s.
Une me´thode de longueur d’arc est associe´e a` l’algorithme de Newton-Raphson pour ex-
plorer la branche d’e´quilibre primaire qui admet des points limites. Puis, les me´thodes per-
mettant d’isoler les points de bifurcation et d’explorer les branches d’e´quilibre secondaires
sont de´taille´es. Des exemples nume´riques viennent illustrer la pre´sence de modes de bi-
furcation axisyme´triques et asyme´triques lors du souﬄage. Dans une seconde partie, nous
pre´sentons quelques re´sultats concernant la simulation dynamique du thermoformage. Les
re´sultats de Verron [VER97] sont ge´ne´ralise´s aux mate´riaux isotropes transverses sur des
cas simples.
Le dernier chapitre e´voque brie`vement le de´veloppement d’un dispositif expe´rimental
de´die´ a` la caracte´risation des mate´riaux. Le dispositif est base´ sur le souﬄage d’une
membrane cylindrique sous pression. Ce montage est actuellement en phase de mise au
point dans notre Laboratoire. De premiers re´sultats prometteurs sont pre´sente´s.
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Chapitre I
E´tude bibliographique du souﬄage de
membranes non-line´aires
Le souﬄage de membranes en grandes transformations est un domaine de recherche re-
lativement re´cent. Diverses applications me´caniques mettent en jeu ce type de phe´nome`nes,
c’est pourquoi leur compre´hension mais aussi leur simulation sont devenues ne´cessaires.
Les structures de type membrane apparaissent notamment dans les domaines de la bio-
me´canique [BEA87] ou de la mise en forme des corps creux en plastique comme le moulage
par souﬄage et le thermoformage [ZAM89].
Dans ce chapitre, nous allons faire le point sur l’e´tat de l’art dans ce domaine, ce qui
nous conduira a` proposer diffe´rentes pistes de travail qui seront de´veloppe´es dans la suite
du pre´sent me´moire. Dans une premie`re partie, les travaux concernant la re´solution de di-
vers proble`mes de souﬄage de membrane sont conside´re´s. Le cadre ge´ne´ral est la re´ponse
de membranes ”caoutchoutiques” soumises a` un gonflage par application d’une pression in-
terne. Le comportement des mate´riaux est donc hypere´lastique, voire hyper-viscoe´lastique.
La distinction est faite entre les e´tudes axisyme´triques qui sont de loin les plus nombreuses
et les proble`mes tridimensionnels pour lesquels l’usage de me´thodes nume´riques est in-
dispensable. De plus, les travaux concernant l’instabilite´ des phe´nome`nes de souﬄage
sont revus. La deuxie`me partie de ce chapitre s’inte´resse aux me´thodes expe´rimentales
de´veloppe´es dans la bibliographie pour e´tudier les phe´nome`nes physiques lie´s au gonfle-
ment de membranes de diffe´rentes natures. A` la lumie`re de cette revue bibliographique,
nous proposons finalement diffe´rentes voies d’e´tude.
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I.1 Re´solution des proble`mes de souﬄage de mem-
branes e´lastiques non-line´aires
Les premiers travaux concernant le souﬄage de membranes en grandes transformations
datent des anne´es 1950-1960. Le e´quations d’e´quilibre de ces structures sont e´tablies par
Adkins et Rivlin [ADK52], et surtout par Green et Adkins [GRE60]. Ces derniers posent
les bases the´oriques permettant la mise en e´quations des proble`mes de souﬄage de`s lors
que la fonction e´nergie de de´formation est connue.
A` partir de ces travaux, de nombreux auteurs se sont inte´resse´s a` des proble`mes
spe´cifiques en conside´rant des ge´ome´tries ou des mate´riaux particuliers et en de´veloppant
des me´thodes de re´solution adapte´es. Dans la suite, nous exposons tout d’abord les ana-
lyses de proble`mes a` syme´trie de re´volution, avant de pre´senter les e´tudes concernant les
cas tridimensionnels et les proble`mes de stabilite´.
I.1.1 Proble`mes axisyme´triques
La re´duction du proble`me ge´ne´ral tridimensionnel au cas des membranes a` syme´trie
axiale a fait, et fait encore, l’objet de nombreux travaux. Les e´quations du proble`me e´tant
simplifie´es, la re´solution peut s’effectuer en utilisant des me´thodes analytiques ou semi-
analytiques. Par exemple, les solutions analytiques relatives au cylindre infini [ALE71a] et
a` la sphe`re [BEA87] ont e´te´ e´tablies. Dans le cas ge´ne´ral des membranes axisyme´triques
encastre´es, les e´quations d’e´quilibre se re´duisent a` un syste`me d’e´quations diffe´rentielles
fortement non-line´aires du premier ordre (dont la variable est l’abscisse curviligne de
la membrane) avec des conditions aux limites aux deux extre´mite´s de l’intervalle de
de´finition. A` partir de ces e´quations, les auteurs de´veloppent les solutions analytiques
ou semi-analytiques dans des cas particuliers. Klingbeil et Shield s’inte´ressent au cas de
le membrane circulaire plane en utilisant une fonction e´nergie de de´formation logarith-
mique [KLI64]. Plus tard, Kydoniefs et Spencer de´veloppent des solutions analytiques
pour un tore de section circulaire [KYD67] et pour le cylindre encastre´ par des anneaux
circulaires qui se de´placent le long de l’axe de syme´trie [KYD69]. Comme la plupart
des auteurs, ils utilisent l’e´nergie de de´formation de Mooney-Rivlin. Avec cette meˆme
e´nergie de de´formation, Feng et al. re´solvent les e´quations axisyme´triques en couplant une
me´thode d’inte´gration de Runge-Kutta a` un algorithme du tir pour satisfaire les condi-
tions aux limites aux deux extre´mite´s de l’intervalle [YAN70, FEN73, TIE74]. Au travers
de diffe´rents cas-tests, les auteurs mettent en e´vidence des proble`mes de convergence dus
a` la nature instable de certaines parties de la courbe d’e´quilibre. Des travaux similaires
pour des mate´riaux viscoe´lastiques non-line´aires (mode`les inte´graux) ont e´te´ mene´s a` bien
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par Wineman [WIN76, WIN78, WIN79] et Feng [FEN92]. Plus re´cemment, Sagiv a e´tudie´
le proble`me des ellipso¨ıdes de re´volution mettant en e´vidence lui aussi la non-monotonie
de la courbe d’e´quilibre liant la pression interne au volume contenu dans la membrane
[SAG90]. Pour ame´liorer la convergence lors de la re´solution des e´quations diffe´rentielles,
Guo propose de coupler l’algorithme de Runge-Kutta a` un sche´ma de Newton-Raphson
[GUO01]. Ainsi, il re´ussit a` suivre comple`tement la courbe d’e´quilibre de la membrane
circulaire plane. Citons pour conclure un article original qui s’inte´resse au proble`me d’une
membrane axisyme´trique remplie partiellement de liquide : Pamplona et al. utilisent la
meˆme me´thode de re´solution que Guo et montrent que pour une certaine quantite´ de li-
quide a` l’inte´rieur de la membrane, des modes bifurque´s asyme´triques peuvent apparaˆıtre
[PAM01].
En fait, depuis le de´but des anne´es 1980, les me´thodes de re´solution e´voque´es dans
le paragraphe pre´ce´dent ont petit a` petit e´te´ remplace´es par des me´thodes nume´riques,
et principalement par la me´thode des e´le´ments finis. Les e´quations d’e´quilibre e´tablies
par Green et Adkins sont alors transforme´es en utilisant des me´thodes variationnelles,
ce qui permet la mise en place des me´thodes nume´riques. Le premier article utilisant
cette me´thode est publie´ par Oden et Sato [ODE67]. Plus re´cemment, Charrier et al. ont
e´tudie´ le souﬄage libre et confine´ de membranes de type ne´o-hooke´en [CHA87]. Leurs
travaux sont applique´s a` la simulation du moulage par souﬄage et du thermoformage.
Dans un cadre identique, Warby et Whiteman proposent une formulation viscoe´lastique
du proble`me [WAR88], et Khayat et Derdouri ont de´veloppe´ un algorithme couplant les
e´le´ments finis et la me´thode des diffe´rences finies pour e´tudier le souﬄage libre et confine´
des membranes de type Mooney-Rivlin [KHA94a]. Ils re´solvent directement le syste`me
d’e´quations diffe´rentielles de Green et Adkins, et montrent que le souﬄage avec contact
peut eˆtre vu comme une se´rie de souﬄages libres pour diffe´rentes parties de la membrane.
Re´cemment, plusieurs formulations e´le´ments finis ont e´te´ propose´es dans la bibliographie.
Citons celles de Wriggers et Taylor [WRI90], de Haddow et Jiang [HAD92, JIA95] et celle
de Verron et Marckmann qui de´veloppent un nouvel e´le´ment fini base´ sur une formulation
spline [VER01a].
Pour conclure ce paragraphe, pre´cisons que tous les travaux pre´ce´dents ont e´te´ effectue´s
dans un cadre quasi-statique. Peu d’articles traitent des membranes axisyme´triques dans
un contexte dynamique. Citons cependant l’article de Jiang qui e´tudie la propagation
d’une onde de souﬄage pour une membrane circulaire [JIA96], ou ceux de Akkas [AKK78]
et de Verron et al. [VER99] qui de´veloppent les solutions analytiques du souﬄage dyna-
mique de ballons sphe´riques hypere´lastiques. Pour plus de de´tails sur les approches dyna-
miques, le lecteur peut se re´fe´rer aux revues propose´es par Jenkins et Leonard [JEN91],
et Jenkins [JEN96].
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I.1.2 Proble`mes tridimensionnels
Pour les proble`mes n’admettant pas de syme´trie axiale, que nous appellerons dans
la suite proble`mes tridimensionnels, les e´quations qui gouvernent l’e´quilibre (ou plus
ge´ne´ralement le mouvement) de la membrane ne se re´duisent pas a` un syste`me d’e´quations
diffe´rentielles ordinaires. Le proble`me a` re´soudre est donc un syste`me d’e´quations aux
de´rive´es partielles associe´ a` ses conditions aux limites.
Les premiers travaux proposant des solutions pour ces proble`mes n’utilisent pas la
me´thode des e´le´ments finis. Yang et Lu [YAN73] solutionnent le syste`me d’e´quations
en utilisant la me´thode des diffe´rences finies, et Feng et Huang [FEN74] minimisent
l’e´nergie potentielle par une me´thode d’optimisation. Notons que re´cemment Khayat et
Derdouri re´solvent directement les e´quations aux de´rive´es partielles par une me´thode hy-
bride e´le´ments finis/diffe´rences finies par une approche similaire a` celle de´veloppe´e dans le
cadre axisyme´trique [KHA94b]. Cette me´thode leurs permet de prendre en compte exac-
tement les conditions aux limites et facilite le traitement du contact pour la simulation
du moulage par souﬄage [KHA95].
Cependant, les auteurs utilisent ge´ne´ralement le Principe des Travaux Virtuels pour
e´tablir la me´thode des e´le´ments finis. Dans la plupart des cas, la formulation est la-
grangienne totale, la membrane est discre´tise´e a` l’aide d’e´le´ments finis triangulaires a`
trois noeuds (T3), l’incompressibilite´ est prise en compte trivialement graˆce a` l’hypothe`se
de contraintes planes dans les e´le´ments et le syste`me non-line´aire est re´solu, pour les
proble`mes quasi-statiques, par l’algorithme de Newton-Raphson. C’est le cas de Charrier
et al. [CHA89], et Shrivastava et Tang [SHR93] pour des mode`les de comportement hy-
pere´lastique et viscoe´lastique, respectivement. Dans ces articles les ope´rateurs tangents
sont e´value´s nume´riquement et les auteurs rencontrent des difficulte´s de convergence pour
les phases instables du souﬄage libre. D’autres auteurs [GRU92, REE95] calculent exac-
tement l’ope´rateur tangent, ce qui leur permet d’assurer la consistence de la me´thode et
la convergence quadratique de l’algorithme de Newton-Raphson. Dans le contexte de la
simulation du thermoformage, Nied et deLorenzi utilisent des e´le´ments finis triangulaires
ou quadrangulaires line´aires, associe´s a` un algorithme de contact collant pour simuler
la pre´sence du moule [DEL87, NIE90, DEL91]. Au travers de leurs travaux, les auteurs
de´montrent que pour des lois de comportement isotropes et isothermes, la re´partition
d’e´paisseur du produit forme´ ne de´pend pas du type de loi de comportement utilise´.
Mentionnons aussi l’article re´cent de Bonet et al. qui s’inte´resse au cas des membranes
ferme´es et remplies de gaz [BON00]. Ces membranes de type ne´o-hooke´en et de type Og-
den sont soumises a` des chargements exte´rieurs qui modifient leurs formes et la pression
du gaz a` l’inte´rieur de la membrane. D’autre part, certaines publications s’inte´ressent au
souﬄage dynamique. La plupart de ces travaux visent a` simuler les proce´de´s de mise en
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forme [RAC94, BOU95, MAR01]. Les e´le´ments finis sont des T3, les lois de comportement
sont hypere´lastiques et viscoe´lastiques, et le sche´ma d’inte´gration nume´rique est explicite
(diffe´rences finies centre´es). Il convient de remarquer que la plupart des e´tudes tridimen-
sionnelles utilisent des e´le´ments finis line´aires. Dans ce type de proble`mes, les de´formations
sont tre`s grandes et donc les e´le´ments sont tre`s e´tire´s. Les maillage initiaux doivent eˆtre
tre`s fins, ce qui est couˆteux en temps de calcul [DEL91]. Re´cemment Rodriguez-Villa
[RV97] et Verron et al. [MAR01] ont mis en place des me´thodes de maillage adaptatif qui
permettent d’utiliser des maillages raisonnables de la membrane initiale.
Pour conclure ce paragraphe sur les proble`mes tridimensionnels, signalons que nous
avons releve´ tre`s peu de travaux concernant les membranes anisotropes dans la bibliogra-
phie. La plupart de ceux-ci concernent des membranes a` paroi e´paisse pour des applica-
tions de biome´canique [SIM71, WU84]. En 1993, Bhattacharyya et al. se sont inte´resse´s
au thermoformage de feuilles thermoplastiques renforce´s par des fibres aligne´es mais leur
e´tude ne concerne que les aspects expe´rimentaux [BHA93]. Certains auteurs utilisent les
me´thodes qui ont fait leurs preuves pour la simulation de l’injection de pie`ces renforce´s
par des fibres [DL95, PIC95] pour simuler le comportement lors du thermoformage. Les
mode`les de comportement correspondants sont des mode`les de fluides visqueux line´aires.
Comme Bonet et al. [BON00], nous n’avons releve´ que l’article de Kyriacou et al. utilisant
une loi de comportement isotrope transverse dans le cadre du souﬄage de membrane en
grandes de´formations [KYR96]. Dans ce travail, les auteurs de´veloppent une formulation
e´le´ments finis tridimensionnelle et e´tudient quelques cas simples sans toutefois re´ussir
a` simuler les phases instables du phe´nome`ne. Eux-meˆmes mentionnent les difficulte´s a`
trouver des travaux comparatifs pour valider leurs re´sultats.
I.1.3 Proble`mes particuliers : instabilite´s et bifurcations
Lors du souﬄage libre de membranes, des phe´nome`nes instables apparaissent. Clas-
siquement, ceux-ci correspondent aux parties de la courbe de charge pour lesquelles la
pression diminue alors que le gonflement de la membrane se poursuit [BEA87]. Dans cer-
tains cas, des modes de bifurcation prennent naissance. Ils peuvent eˆtre locaux (apparition
d’une hernie sur la membrane) ou globaux (bifurcation vers un autre e´tat d’e´quilibre non-
syme´trique par exemple). Ces phe´nome`nes ont e´te´ mis en e´vidence expe´rimentalement
aussi bien pour des ballons sphe´riques [ALE71b] que pour des membranes cylindriques
[ALE71a, KYR91] ou meˆme pour des ballons connecte´s [MIL52]. Ces proble`mes ont fait
l’objet d’e´tudes de´taille´es essentiellement dans le cadre axisyme´trique. On peut citer
les travaux semi-analytiques de Needleman [NEE77], Haughton [HAU80] et Chen et al.
[CHE91] qui ont mis en e´vidence l’existence de modes non sphe´riques lors du souﬄage
de ballons sphe´riques re´gis par le mode`le hypere´lastique d’Ogden. Pour les cylindres, la
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stabilite´ a e´te´ e´tudie´e en de´tails par Corneliussen et Shield [COR61], et Khayat et al.
[KHA92] et les modes de bifurcation par Haughton et Ogden [HAU79]. Toujours pour les
proble`mes axisyme´triques, les re´fe´rences plus re´centes utilisent la me´thode des e´le´ments fi-
nis associe´e a` des me´thodes de longueur d’arc et de de´tection des points singuliers. Citons
les travaux re´cents de Hassager et al. qui examinent la stabilite´ des membranes circu-
laires mode´lise´es par des lois de comportement mole´culaires (mode`les de Doi-Edwards
ou Tom-Pom) [HAS99]. Le comportement post-bifurcation des cylindres axisyme´triques
a e´te´ analyse´ par Duffet et Reddy [DUF86], et plus re´cemment par Shi et Moita qui uti-
lisent avec succe`s la me´thode d’injection de modes pour explorer les branches secondaires
des cylindres souﬄe´s et e´tire´s simultane´ment [SHI96]. Dans le cadre tridimensionnel, si
le proble`me de bifurcation des coques est largement aborde´, le cas des membranes hy-
pere´lastiques est tre`s peu e´tudie´. A` notre connaissance, seuls Reese et Wriggers proposent
une me´thode de de´tection des points de bifurcation et d’exploration des branches secon-
daires qu’ils appliquent au cas des membranes tridimensionnelles [REE95]. Les auteurs
retrouvent les re´sultats axisyme´triques connus pour la sphe`re et mettent en e´vidence les
modes de bifurcations asyme´triques du tore de section circulaire.
I.2 Me´thodes expe´rimentales pour le souﬄage
Apre`s avoir e´tudie´ les travaux portant sur la re´solution des proble`mes de souﬄage de
membranes, nous nous inte´ressons maintenant aux e´tudes expe´rimentales mene´es a` bien
pour observer et comprendre la physique de ces phe´nome`nes.
Les essais de souﬄage de membranes peuvent avoir deux motivations distinctes. Tout
d’abord, ces essais permettent de reproduire des e´tats de de´formation biaxiale et les
re´sultats obtenus permettent d’identifier des mode`les de comportement ou de ve´rifier
des lois de comportement de´ja` de´termine´es par d’autres types d’essai (traction uniaxiale,
cisaillement). En second lieu, certaines structures n’existent que sous forme de membrane
et le mate´riau les constituant ne peut pas eˆtre teste´ sous d’autres formes, c’est le cas des
membranes biologiques.
Pour la mise en pratique d’essais de souﬄage de membranes, on peut distinguer deux
montages expe´rimentaux utilise´s dans la bibliographie.
Gonflement d’une membrane circulaire plane
Ce dispositif est le plus utilise´, car il est simple a` mettre en œuvre. Une membrane
circulaire initialement plane est gonfle´e par une pression sur l’une de ces faces et devient
he´mi-sphe´rique. Classiquement, l’e´volution de la pression dans la membrane est enregistre´e
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et sa de´formation est filme´e. Dans la suite, nous examinons l’utilisation de ce montage
suivant les mate´riaux e´tudie´s.
Conside´rons tout d’abord les caoutchoucs et e´lastome`res a` tempe´rature ambiante. Le
premier montage de ce type a e´te´ de´veloppe´ par Treloar pour e´tudier l’e´clatement de
membranes [TRE43]. En 1951, Rivlin et Saunders ont utilise´ le meˆme type de montage
pour identifier les parame`tres du mode`le de Mooney-Rivlin sur un caoutchouc [RIV51].
Plus re´cemment, Kong et White ont e´tudie´ les phe´nome`nes de contact a` l’aide d’un tel
montage [KON85], et Charrier et al. ont utilise´ une approche similaire pour valider leur
code de calculs de thermoformage [CHA87, CHA89]. Feng a pour sa part identifie´ une
loi de comportement viscoe´lastique non-line´aire en menant a` bien des expe´riences de
relaxation sur une membrane plane souﬄe´e [FEN85, FEN92]. Finalement, citons l’e´tude
re´cente de Reuge et al. qui de´terminent les constantes mate´rielles de diffe´rents mode`les
hypere´lastiques pour des e´lastome`res [REU01, RAC01].
Ce type de montage a e´te´ aussi beaucoup utilise´ pour des polyme`res dans un e´tat semi-
solide, aussi bien a` froid qu’a` chaud. Denson et al. de´terminent la viscosite´ de diffe´rents
polyme`res liquides [DEN71, JOY72, JOY73] avec un tel montage. Maerker et Scholwater
ont de la meˆme fac¸on identifie´ des mode`les de comportement fluides [MAE74]. Par la suite,
les auteurs ont utilise´ le montage de membranes circulaires planes pour e´tudier le compor-
tement des polyme`res thermoplastiques chauffe´s au-dessus de leur tempe´rature de transi-
tion vitreuse, dans l’e´tat caoutchoutique. C’est le cas de Schmidt et Carley qui mode´lisent
ces mate´riaux par des lois de comportement hypere´lastiques [SCH75a, SCH75b]. Plus
re´cemment, Derdouri et al. utilisent la meˆme approche pour caracte´riser l’ABS afin de
simuler sa mise en forme par thermoformage [DER98, DER00, YON00].
Finalement mentionnons l’utilisation de ce montage dans le domaine biome´canique
[BYL86, KRI93, HSU94].
Comme nous venons de le voir, ce dispositif a beaucoup e´te´ utilise´ par le passe´ graˆce
a` sa simplicite´ de de´veloppement. Cependant, il pre´sente une limitation majeure : l’e´tat
de de´formation sur la bulle est biaxial, et meˆme e´qui-biaxial au poˆle, mais cette biaxialite´
ne peut pas eˆtre controˆle´e puisque le souﬄage se fait de fac¸on libre et l’expe´rimentateur
ne peut pas obtenir un e´tat de de´formation de´sire´.
Gonflement et extension simultane´s d’une membrane cylindrique
Pour reme´dier a` cette difficulte´, certains auteurs pre´fe`rent de´velopper un montage
plus complexe qui permet de choisir le ”degre´ de biaxialite´”. Ce montage consiste a` gon-
fler une membrane cylindrique encastre´e, pre´alablement e´tire´e (ou non). Comme pour
l’expe´rience pre´ce´dente, l’e´volution de la pression interne est enregistre´e et la de´formation
d’un me´ridien est filme´e. Ce type de montage e´tant plus difficile a` mettre en œuvre, meˆme
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pour la fabrication des e´prouvettes, il est beaucoup moins utilise´ que le pre´ce´dent.
Alexander a mis en place ce type d’essais pour mettre en e´vidence les instabilite´s
d’un cylindre en latex [ALE71a]. Des travaux similaires tre`s complets sont propose´s par
Kyriakides et Chang [KYR91]. Benjeddou et al. ont quant a` eux utilise´ ce dispositif
pour identifier les parame`tres du mode`le d’Ogden pour plusieurs caoutchoucs [BEN93].
Tre`s re´cemment, Rodriguez-Villa et al. ont applique´ cette me´thode au cas des polyme`res
thermoplastiques chauffe´s a` leur tempe´rature de mise en forme [RV96, RV97]. Dans
cette e´tude, les essais sont effectue´s directement sur la machine industrielle d’extrusion-
souﬄage.
I.3 Bilan sur l’e´tat de l’art
A` la lumie`re de cette e´tude bibliographique, nous avons vu que certains proble`mes
concernant l’e´tude des membranes souﬄe´es restent ouverts. Si les proble`mes axisyme´triques
ont e´te´ et sont encore tre`s e´tudie´s, les proble`mes tridimensionnels (ou non-axisyme´triques)
restent encore a` de´fricher. C’est par exemple le cas de l’e´tude des mate´riaux anisotropes
ou des instabilite´s asyme´triques. A` notre avis, ceci est duˆ en grande partie a` l’absence
de mode`les nume´riques suffisamment ”le´gers” et donc rapides pour permettre des e´tudes
comple`tes. En effet, l’utilisation d’e´le´ments finis line´aires dans le cadre des grandes trans-
formations ne´cessite des maillages tre`s fins ou des me´thodes de remaillage, couˆteux en
temps de calcul. Dans ce contexte, il semble ne´cessaire, avant d’envisager des e´tudes
tridimensionnelles complexes, de mettre en œuvre des me´thodes de mode´lisation et de
re´solution mieux adapte´es aux proble`mes traite´es.
Chapitre II
Lois de comportement et mise en e´quations
des membranes
Le pre´sent chapitre se compose de trois parties qui vont permettre la mise en place
des e´quations du mouvement relatives au souﬄage de membranes non-axisyme´triques.
La premie`re partie propose un rappel de me´canique des milieux continus, la deuxie`me se
concentre sur la formulation de lois de comportement hypere´lastiques isotropes et aniso-
tropes, et finalement la troisie`me propose la mise en e´quations du souﬄage de membranes.
II.1 Rappels de me´canique des milieux continus
L’objet de cette premie`re partie est de proposer un rappel succinct de me´canique des
milieux continus afin notamment de pre´ciser les notations utilise´es pour la description
de la cine´matique et de l’e´tat de contrainte dans un solide. Pour une description plus
exhaustive, le lecteur pourra se re´fe´rer notamment aux ouvrages de Bas¸ar et Weichert
[BAS00], et de Haupt [HAU00]. Ici, l’accent est mis sur une description en variables
convectives qui permet de de´finir naturellement des bases adapte´es a` la cine´matique des
membranes.
II.1.1 Grandes de´formations : de´finitions et repe´rage des confi-
gurations
Coordonne´es lagrangiennes
Soit C0 la configuration d’un corps a` l’instant t0 dans un espace euclidien tridimen-
sionnel E3. Le vecteur position d’un point P0 de C0 par rapport a` l’origine O d’un repe`re
orthonorme´e carte´sien R{O, (e1, e2, e3)} est note´:
X = X iei (II.1)
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ou` les (X i)i=1,2,3 sont les coordonne´es mate´rielles ou encore lagrangiennes du point P0 et
ou` l’on utilise la convention de sommation sur l’indice re´pe´te´, comme dans le reste du
document.
Coordonne´es eule´riennes
A` l’instant t, le corps occupe la configuration Ct dans E3. Le point P0 occupe alors la
position Pt donne´e par le vecteur position :
x = xiei (II.2)
ou` (xi)i=1,2,3 sont les coordonne´es spatiales ou eule´riennes dans R. On suppose que la
transformation qui fait passer de C0 a` Ct est telle que la correspondance entre un point
mate´riel P0 et sa position Pt est bijective. Cette transformation peut donc eˆtre de´crite
par les fonctions :
xi = xi(X1, X2, X3, t)⇔ x = x(X, t) (II.3)
et
X i = X i(x1, x2, x3, t)⇔ X = X(x, t) (II.4)
ou` les fonctions xi et X i sont a` valeur unique et de classe C1. On a alors,
x(X, t) = X−1(x, t) (II.5)
Le vecteur de´placement en P0, a` l’instant t est note´ u et est de´fini par :
u(X, t) = x(X, t)−X (II.6)




Configuration initiale C0 à l’instant t0
Pt
Qt







Fig. II.1 – Description des configurations.
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II.1.2 Description des diffe´rents tenseurs cine´matiques
Pour de´crire les de´formations locales autour d’un point du solide, on introduit un
vecteur e´le´mentaire dX qui lie le point P0 a` un point Q0 dans un voisinage infiniment
proche de P0. Par la transformation faisant passer de la configuration C0 a` Ct, P0 occupe
la position Pt et Q0 la position Qt. dX est alors transforme´ en dx =
−−→
PtQt comme indique´




dX = F(X, t)dX (II.7)
ou` F est le tenseur gradient de la transformation. On appelle J le jacobien de la transfor-
mation, de´fini par :
J = detF (II.8)
Pour assurer la non-interpe´ne´tration de la matie`re on doit toujours satisfaire J > 0.
Soient dX et dY deux vecteurs e´le´mentaires de´finis comme pre´ce´demment dans la
configuration initiale dans un voisinage d’un point P0 repe´re´ par le vecteur X. Ils se
transforment respectivement en dx et dy dans la configuration actuelle. Leur produit
scalaire devient :
dx · dy = (FdX) · (FdY) = dXFTFdY (II.9)
ou` .T repre´sente l’ope´rateur de transposition. Le tenseur des dilatations de Cauchy-Green
droit C est ainsi de´fini :
C = FTF (II.10)
Il rend compte des variations d’angle et de longueur entre les configurations initiale et
finale au voisinage d’un point de la configuration initiale. Le tenseur des dilatations de
Cauchy-Green gauche B est de´fini de fac¸on similaire par :
B = FFT (II.11)
avec :
dX · dY = dxB−1 dy (II.12)
Finalement, la variation du produit scalaire entre les deux configurations permet de
de´finir les tenseurs de de´formations de Green-Lagrange E et d’Euler-Almansi A :
dx · dy − dX · dY = 2dXEdY = 2dxAdy (II.13)
II.1.3 Formulation en variables convectives
Pour de nombreux proble`mes, il est inte´ressant d’identifier chaque point du solide par
un jeu de parame`tres inde´pendants, appele´s coordonne´es curvilignes, mieux adapte´ a` la
24 Chapitre II. Lois de comportement et mise en e´quations des membranes
ge´ome´trie. Un exemple est l’utilisation de coordonne´es cylindriques plutoˆt que carte´siennes
pour l’e´tude de proble`mes axisyme´triques. Si un point a les meˆmes coordonne´es curvilignes
dans toutes les configurations du solide, on dit que ces coordonne´es sont convectives. Dans
ce paragraphe, on se propose de rede´finir les grandeurs pre´ce´dentes en les exprimant a`
l’aide de telles variables.
II.1.3.1 Transformation en coordonne´es curvilignes
Les coordonne´es lagrangiennes d’un point P0 peuvent eˆtre exprime´es a` partir de trois
coordonne´es curvilignes Θ1,Θ2,Θ3 :
X = X(Θ1,Θ2,Θ3) (II.14)
Ces coordonne´es curvilignes sont suppose´es convectives, c’est-a`-dire qu’un meˆme point
mate´riel du corps conside´re´ est repe´re´ par les meˆmes coordonne´es curvilignes quelle que
soit la configuration. La transformation (II.3) devient alors :
x = x(X, t) = x(Θ1,Θ2,Θ3, t) (II.15)
Ainsi, les courbes de´finies par Θi = constante forment une ”grille” sur le solide, grille qui
subit les meˆmes de´formations que celui-ci. La figure II.2 pre´sente une surface ainsi de´crite
par deux parame`tres convectifs Θ1 et Θ2 dans les configurations initiale et de´forme´e. Les
lignes en pointille´s sur la surface repre´sentent les courbes Θi = constante.
),(X 21 θθ









Fig. II.2 – Description d’une surface a` l’aide de deux coordonne´es convectives.
II.1.3.2 Bases naturelles (mate´rielles), tenseur me´trique
La description en variables convectives permet de de´finir des bases qui ”suivent” les
de´formations du solide et qui ont donc une signification cine´matique forte. Ces bases qu’on
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appellera bases naturelles, ne sont pas orthonorme´es et admettent donc des bases duales,
ce qui impose de faire la distinction entre les coordonne´es covariantes et contravariantes
d’un vecteur.
Base naturelle de la configuration initiale




















est la base duale de (ek)k=1,2,3. La base (ek)k=1,2,3 e´tant orthonormale,
on a ek = e
k. On conserve toutefois les deux notations pour assurer la cohe´rence de
l’e´criture. La base de´finie par (II.17) est bien duale a` la base covariante (II.16) au sens du


















j est le symbole de Kronecker (= 1 si i = j, = 0 sinon).
Me´trique de la configuration initiale
On de´finit les matrices des me´triques relatives aux bases (Gi)i=1,2,3 et (G
i)i=1,2,3 res-
pectivement par :
Gij = Gi ·Gj (II.19)
et
Gij = Gi ·Gj (II.20)
On a alors :
GikG
kj = δij (II.21)
La matrice de la me´trique de la base covariante est donc l’inverse de celle de la base contra-
variante. De plus, on montre aise´ment que les matrices des me´triques sont syme´triques :
Gij = Gji , G
ij = Gji (II.22)
Finalement, on e´tablit les relations suivantes qui de´finissent les passages entre les bases
covariantes et contravariantes :
Gi = GijG
j (II.23)
Gi = GijGj (II.24)
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SoitV un vecteur de la configuration non de´forme´e. On note V i ses composantes contrava-
riantes sur la base covariante et Vi ses composantes covariantes sur la base contravariante,
c’est-a`-dire :
V = ViG
i = V iGi (II.25)
Les formules permettant de passer des composantes contravariantes aux composantes
covariantes du vecteur V sont donne´es par :
V i = GikVk (II.26)
Vi = GikV
k (II.27)
Conside´rons a` pre´sent un tenseur A de´fini sur la configuration initiale. Soient Aij ses
composantes deux fois covariantes, Aij ses composantes deux fois contravariantes, Aij
ses composantes contravariantes a` droite et covariantes a` gauche, et Ai
j ses composantes
covariantes a` droite et contravariantes a` gauche, c’est-a`-dire :
A = AijG















De plus, on e´tablit le tenseur identite´. Celui-ci est de´fini par :
A · I = I ·A = A (II.31)
et il s’e´crit :
I = ei ⊗ ei (II.32)
avec la base orthonorme´e, et :
I = Gi ⊗G
i = Gi ⊗Gi = G
ijGi ⊗Gj = GijG
i ⊗Gj (II.33)
a` l’aide des bases naturelles. Finalement, on de´finit de`s maintenant deux tenseurs d’ordre
4 qui interviendront dans l’e´criture des ope´rateurs tangents relatifs aux lois de comporte-
ment :
I = I⊗ I = Gi ⊗G
i ⊗Gj ⊗G
j = GijGklGi ⊗Gj ⊗Gk ⊗Gl (II.34)
et :
I
∗ = Gi ⊗Gj ⊗G
j ⊗Gi = GilGjkGi ⊗Gj ⊗Gk ⊗Gl (II.35)
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Base naturelle de la configuration de´forme´e
En utilisant un raisonnement similaire au pre´ce´dent, on de´finit les bases naturelles de









et leurs matrices me´triques respectives :
gij = gi · gj (II.37)
gij = gi · gj (II.38)
Ces bases ont les meˆmes proprie´te´s que les bases de la configuration initiale.
II.1.3.3 Gradient de la transformation
Soient les vecteurs e´le´mentaires dX et dx respectivement de´finis sur les configurations
initiale et de´forme´e au point mate´riel repe´re´ par les coordonne´es curvilignes Θi :
dX = dΘiGi (II.39)
dx = dΘigi (II.40)
Le tenseur gradient de la transformation F de´fini par (II.7) s’exprime simplement sur les
bases naturelles initiale et de´forme´e par :
F = gi ⊗G
i et F−1 = Gi ⊗ g
i (II.41)
Remarque. On ve´rifie bien :
FdX = gi ⊗G
i ·Gk dΘ
k = gi δi
k dΘk = gi dΘ
i = dx
et :
F−1 dx = Gi ⊗ g
i · gk dΘ
k = Gi δi
k dΘk = Gi dΘ
i = dX
Transformation des bases naturelles
Le tenseur gradient F permet de de´crire la transformation des vecteurs de la base
naturelle initiale en ceux de la base naturelle de´forme´e :
gi = FGi et Gi = F
−1 gi (II.42)
Ainsi, les vecteurs Gi et gi sont bien des vecteurs covariants puisqu’ils varient comme les
vecteurs e´le´mentaires dX et dx dans un changement de configuration. On a de plus les
relations suivantes pour les vecteurs contravariants Gi et gi :
gi = F−T Gi et Gi = FT gi (II.43)
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II.1.3.4 Expression des tenseurs cine´matiques dans les bases naturelles
Tenseur des dilatations
Le tenseur C des dilatations de Cauchy-Green droit (II.10) s’exprime simplement par :
C = (δji G













Ses composantes sur la base naturelle contravariante de la configuration initiale sont donc
les composantes de la me´trique de la base naturelle de la configuration de´forme´e. Son
inverse est donne´ par :
C−1 = gijGi ⊗Gj (II.45)
Le tenseur de Cauchy-Green gauche (II.11), de´fini sur la base naturelle de la configu-
ration de´forme´e, s’e´crit de meˆme :
B = Gij gi ⊗ gj (II.46)
Tenseurs des de´formations






Les composantes du tenseur E correspondent donc a` la diffe´rence des composantes des





i ⊗ gj (II.48)
Ainsi, les tenseurs E et A ont les meˆmes composantes sur les bases naturelles contrava-
riantes respectivement initiale et de´forme´e.
II.1.4 De´finition des contraintes
Apre`s avoir de´fini les grandeurs de´crivant la cine´matique des de´formations, nous in-
troduisons dans la suite les grandeurs relatives a` la description des efforts internes.
Tenseur des contraintes de Cauchy
Soit P un point a` l’inte´rieur d’un corps dans sa configuration de´forme´e C. Le corps
est divise´ en deux parties C1 et C2 par une surface S contenant P . On de´finit alors une
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surface e´le´mentaire ∆S au voisinage de P et on note n le vecteur unitaire normal a` ∆S en
P , dirige´ vers l’exte´rieur de C1. Les efforts transmis par C1 a` C2 au travers de la surface
∆S peuvent eˆtre re´duits en P a` une force ∆f1→2 et un moment ∆M1→2. On suppose que









Le vecteur t ainsi de´fini est le vecteur contrainte sur un e´le´ment de surface de´forme´e dS
de vecteur normal n. Il caracte´rise les efforts internes de cohe´sion.
On supposera dans la suite que le moment re´sultant s’appliquant sur la surface e´le´mentaire






ce qui exclut le cas de sollicitations me´caniques correspondant a` des couples re´partis. La









Fig. II.3 – De´finition du vecteur contrainte.
On montre que le vecteur t de´pend line´airement de n, ce qui permet de de´finir le
tenseur des contraintes de Cauchy σ par:
t = σ n (II.51)
et donc, le vecteur force e´le´mentaire s’e´crit :
df = σ n dS (II.52)
On montre, en utilisant l’e´quation du moment, qu’en l’absence de densite´ de moment, ce
tenseur est syme´trique. Il est de´fini sur la configuration de´forme´e C et est donc un tenseur
eulerien, appele´ parfois tenseur des contraintes vraies.
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Les autres tenseurs des contraintes
De fac¸on analogue, les efforts de cohe´sion df peuvent eˆtre exprime´s relativement a` la
configuration non de´forme´e C0 en utilisant une surface e´le´mentaire non de´forme´e oriente´e
dS0N0 :
df = ΠN0 dS0 (II.53)
Π est le premier tenseur de Piola-Kirchhoff. df est de´fini sur la configuration de´forme´e
et dS0N0 est un vecteur relatif a` la configuration initiale, ce qui donne a` Π un caracte`re
mixte, ni lagrangien ni eulerien, et contrairement a` σ, il n’est pas syme´trique.
Pour de´finir un tenseur des contraintes comple`tement lagrangien, il est ne´cessaire de
de´finir un pseudo-effort de cohe´sion df0 relatif a` la configuration initiale, tel que :
df0 = F
−1 df (II.54)
Ainsi, df0 est le vecteur obtenu en ramenant l’effort re´el df sur la configuration initiale.
On peut alors e´crire :
df0 = SN0 dS0 (II.55)
Le tenseur S est alors lagrangien et syme´trique, c’est le second tenseur de Piola-Kirchhoff.
Relations entre les diffe´rents tenseurs des contraintes
En utilisant les formules de transformation d’un e´le´ment de surface :
dS n = J F−1 dS0N (II.56)
et les de´finitions des diffe´rents tenseurs, on obtient les relations suivantes liant les tenseurs
des contraintes :
Π = J σF−T (II.57)
S = F−1Π (II.58)
S = J F−1 σF−T (II.59)
Pour conclure ce paragraphe relatif aux contraintes, on exprime les tenseurs σ, S et
Π sur les bases naturelles :
σ = σij gi ⊗ gj (II.60)
S = Sij Gi ⊗Gj (II.61)
Π = Πij gi ⊗Gj (II.62)
En utilisant les e´quations (II.59) et (II.42), on peut e´crire:
S = Sij Gi ⊗Gj = J F
−1 σij gi ⊗ gj F
−T = J σij Gi ⊗Gj (II.63)
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soit Sij = Jσij. Un calcul similaire fournit Πij = Jσij. Les tenseurs S, σ et Π ont donc les
meˆmes composantes contravariantes, au coefficient J = detF pre`s, sur les bases naturelles
covariantes, respectivement des configurations initiale Gi ⊗ Gj, finale gi ⊗ gj et mixte
gi ⊗Gj.
II.1.5 E´quations du mouvement sur les diffe´rentes configura-
tions
Les e´quations du mouvement que nous pre´sentons ci-dessous peuvent s’e´tablir a` par-
tir du Principe Fondamental de la Dynamique comme on peut le lire dans les ouvrages
ge´ne´raux [SID82] ou [DUB98]. Nous donnons dans la suite leur formulation dans la confi-
guration de´forme´e (eule´rienne) puis dans la configuration initiale (lagrangienne).
On conside`re un solide de volume V0 et de frontie`re S0 dans la configuration initiale
non de´forme´e C0. Il subit une transformation F(t) pour atteindre la configuration Ct de
volume Vt et de surface frontie`re St. On note S0u (resp. S0T ) et Su (resp. ST ) les parties
de la frontie`re ou` les de´placements (resp. les tensions) sont impose´s, respectivement dans
les configurations initiale et actuelle. S0u et S0T (resp. Su et ST ) forment une partition
de S0 (resp. St), c’est a` dire S0 = S0u ∪ S0T et S0u ∩ S0T = ∅ (resp. St = Su ∪ ST et
Su ∩ ST = ∅). On note f0 et f les forces de volume dans ces deux configurations, T0imp et
u0imp sont les tensions et de´placements impose´s aux frontie`res dans la configuration non
de´forme´e (Timp et uimp dans la configuration de´forme´e).
Dans la configuration de´forme´e, les e´quations du mouvement s’e´crivent :

divxσ(x, t) + ρ f(x, t) = ρ u¨(x, t) dans V
σ n = Timp sur ST
u = u0imp sur Su
(II.64)
Dans la configuration initiale, elle deviennent :

DIVXΠ(X, t) + ρ0 f0(X, t) = ρ0 u¨(X, t) dans V0
ΠN0 = T0imp sur S0T
u = uimp sur S0u
(II.65)
Dans chacun des syste`mes pre´ce´dents, la premie`re e´quation correspond a` l’e´quation locale
du mouvement, les deux suivantes correspondent aux conditions limites sur les bords du
solide.
Les divergences des tenseurs des contraintes sont de´finies, sur les bases naturelles par :
divσ = σ,k gk =
(
σij,k gi ⊗ gj + σ
ij gi,k ⊗ gj + σ
ij gi ⊗ gj,k
)
gk (II.66)
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et
DIVΠ = Π,kGk =
(
Πij,k Gi ⊗Gj +Π




II.2 Lois de comportement
Dans cette partie, nous allons de´tailler la construction de lois de comportement utiles
pour la description de membranes e´lastiques en grandes de´formations. Les domaines d’ap-
plications sont tre`s divers : mode´lisation de la mise en forme de corps creux en plastiques
[MAR01], gonflage de membranes e´lastome`res [RAC01] ou e´tude de membranes biolo-
giques [HUM92]. Nous resterons dans le cadre des lois de comportement hypere´lastiques
qui sont utilise´es pour mode´liser le comportement de nombreux mate´riaux pouvant subir
de grandes de´formations e´lastiques. Les proble`mes de viscosite´, de plasticite´ ou d’en-
dommagement ne seront pas e´voque´s. En revanche, nous e´tudierons le cas de mate´riaux
hypere´lastiques isotropes transverses qui permettent de prendre en compte au niveau
macroscopique une anisotropie induite, par exemple par la pre´sence de fibres aligne´es.
Le point de de´part de la pre´sentation sera la description des mate´riaux mate´riellement
simples, puis les notions d’objectivite´ et de syme´tries mate´rielles seront de´taille´es avant
finalement d’expliciter les lois de comportement pour les mate´riaux hypere´lastiques en
termes d’invariants tensoriels.
II.2.1 Introduction
D’un point de vue ge´ne´ral, une loi de comportement d’un milieu continu doit ve´rifier
trois grands principes. Le principe de de´terminisme impose que l’e´tat de contrainte cou-
rant σ(P, t) en un point mate´riel P ∈ Ct est de´termine´ uniquement par l’histoire de la
transformation subie par le milieu. Le principe de l’action locale impose que l’e´tat de
contrainte en un point P ne de´pend que de l’histoire du mouvement dans un voisinage du
point conside´re´. Ceci conduit a` la the´orie des mate´riaux mate´riellement simples [LEM90]
pour lesquels l’e´tat de contrainte ne de´pend que de l’histoire du gradient des de´formations
(qui correspond a` une approximation line´aire des mouvements relatifs autour de P ). On




ou` Ψ est la fonctionnelle de re´ponse du mate´riau. Le troisie`me principe dit d’objectivite´
est de´taille´ dans le paragraphe suivant.
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II.2.2 Objectivite´
En plus des principes de de´terminisme et de l’action locale, une loi de comportement
doit ve´rifier le principe d’objectivite´. Ce principe postule qu’elle doit rester invariante
pour tout changement d’observateur : deux observateurs en mouvement l’un par rapport
a` l’autre doivent observer sur un corps donne´ le meˆme e´tat de contrainte. Avant d’examiner
les lois de comportement proprement dites, nous allons pre´alablement de´finir la notion de
quantite´ objective.
Un changement de re´fe´rence est de´fini comme une transformation du vecteur position
x et de l’e´chelle de temps t telle que :
x∗ = R(t)x+ c (II.69)
t∗ = t− a (II.70)
ou` l’exposant .∗ de´signe les grandeurs apre`s transformation et ou` R(t) est un tenseur
orthogonal direct de´pendant du temps de´crivant la rotation entre les deux re´fe´rences, c(t)
est un vecteur de´pendant du temps, de´crivant la translation entre les deux re´fe´rences
et a est un re´el constant de´finissant le de´calage horaire. Soient f , g et h des quantite´s
respectivement scalaire, vectorielle et tensorielle de´finies a` chaque instant t sur les points P
du corps e´tudie´. Soient f ∗, g∗ et h∗ ces meˆmes grandeurs apre`s changement d’observateur.
f , g et h sont des quantite´s objectives si elles ve´rifient, les relations suivantes :
f ∗(P, t∗) = f(P, t) (II.71)
g∗(P, t∗) = R(t)g(P, t) (II.72)
h∗(P, t∗) = R(t)h(P, t)RT (t) (II.73)
Le vecteur position x, par exemple, n’est pas une quantite´ objective, alors que la diffe´rence
entre deux vecteurs position l’est. Examinons maintenant les grandeurs classiques de la
me´canique des milieux continus de´finies pre´ce´demment. En injectant le changement de
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re´fe´rence (II.69) dans la de´finition des diffe´rentes quantite´s on montre aise´ment que :
F∗ = RF (II.74)
dx∗ = Rdx (II.75)
dV ∗ = dV (II.76)
C∗ = C (II.77)
B∗ = RBRT (II.78)
E∗ = E (II.79)
A∗ = RART (II.80)
t∗ = Rt (II.81)
S∗ = S (II.82)
σ
∗ = RσRT (II.83)
Ainsi, on constate que certaines des grandeurs de´finies pre´ce´demment sont objectives,
d’autres sont invariantes, et d’autres n’entrent dans aucune de ces cate´gories.
Comme la loi de comportement (II.68) doit eˆtre invariante par tout changement d’ob-





c’est-a`-dire, en utilisant le formulaire de transformation pre´ce´dent :
R(t) Ψ
τ≤t
[F(τ)] R(t)T = Ψ
τ≤t
[R(t)F(τ)] (II.85)
Pour un mate´riau mate´riellement simple, on de´montre que le principe d’objectivite´ est




c’est-a`-dire si le second tenseur de Piola-Kirchhoff S peut s’e´crire comme une fonctionnelle
Φ de l’histoire des dilatations C.
II.2.3 Syme´tries mate´rielles
On a vu pre´ce´demment qu’une loi de comportement ne doit pas de´pendre de l’ob-
servateur. Pour un mate´riau mate´riellement simple, ce principe d’invariance est assure´
en e´crivant par exemple la loi de comportement sous la forme (II.86). En revanche, le
comportement d’un mate´riau de´pend a priori du choix de la configuration de re´fe´rence.
En effet, un changement de configuration de re´fe´rence influence la forme de la loi de com-
portement. Si certains changements de configuration de re´fe´rence laissent inchange´e une
loi de comportement, c’est que le mate´riau admet des syme´tries mate´rielles.
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Un changement de configuration de re´fe´rence est de´crit par la transformation bijective
Γ des vecteurs position de la configuration initiale C0 en une autre configuration initiale
C ′0:
X 7→ X′ = Γ(X)⇔ X = Γ−1(X′) (II.87)
On assigne alors le vecteur X′ au point P dans C ′0 a` la place du vecteur X dans C0. Les
configurations de´forme´es ne sont pas affecte´es par ce changement de configuration initiale.
C’est-a`-dire que l’on a :
x = x(X, t) = x′(X′, t) (II.88)
Comme on reste dans le cadre des mate´riaux mate´riellement simples, seul le gradient de la
transformation est ne´cessaire pour l’e´criture de la loi de comportement. Par le changement











F′ = FQ (II.90)
ou` Q = ∂Γ−1(X)/∂X de´crit le changement de configuration initiale localement autour
d’un point P . Ce tenseur peut eˆtre interpre´te´ comme une transformation imaginaire locale
superpose´e au mouvement re´el. Le tenseur C se transforme alors en C′ comme suit :
C′ = QT CQ (II.91)
L’ensemble des tenseurs Q conservant les syme´tries d’un mate´riau forme son groupe
de syme´tries G. Les transformations appartenant au groupe de syme´tries ne changent pas
la re´ponse du mate´riau a` une sollicitation. Il convient de noter que les transformations
de la configuration de re´fe´rence faisant varier localement le volume change force´ment la
re´ponse du mate´riau. C’est pourquoi on les exclut et on se limite aux transformations Q
qui ve´rifient detQ = 1. Plus particulie`rement, les groupes de syme´tries des solides sont
inclus dans O(3), le groupe des transformations orthogonales dans un espace de dimension
3. Par exemple, si G = O(3), le mate´riau est isotrope dans sa configuration de re´fe´rence
et les rotations de la configuration de re´fe´rence ne changent pas l’e´tat de contrainte.
Finalement, le groupe des syme´tries d’un mate´riau admettant Φ pour fonctionnelle de
re´ponse est de´fini par l’e´quivalence suivante :





Une relation du meˆme type peut eˆtre obtenue en utilisant la formulation (II.86) objective
de la loi de comportement, la relation pre´ce´dente et les formules (II.59) :
Q ∈ G ⇔ Φ
τ≤t
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Ainsi, les lois de comportement doivent ve´rifier les relations pre´ce´dentes pour toute
transformation de la configuration de re´fe´rence appartenant au groupe de syme´tries associe´
au mate´riau, ce qui fournit des crite`res pour les simplifier. Un groupe de syme´tries peut
aussi eˆtre caracte´rise´ par un ou des tenseurs d’anisotropie (appele´s aussi tenseurs de
structure). Toutes les transformations orthogonales d’un groupe de syme´tries, et seulement
celles-ci, laissent invariant les tenseurs d’anisotropie associe´s a` ce groupe. Zheng [ZHE93]
propose une me´thode ge´ne´rale pour la construction des tenseurs d’anisotropie pour les
diffe´rents groupes de syme´tries apparaissant dans la description des solides (isotrope,
isotrope transverse, orthotropes ou encore les diffe´rents re´seaux cristallins). Il permettent
de de´crire de fac¸on tre`s compacte les groupes de syme´tries et ainsi de les inclure comme
parame`tres de la fonctionnelle de´crivant le comportement. En conse´quence, ce n’est plus
la fonctionnelle elle-meˆme qui de´pend directement de la configuration initiale, mais le
tenseur de structure qui va jouer ce roˆle. Nous verrons pour les mate´riaux hypere´lastiques
isotropes transverses comment ces tenseurs de structure entrent en jeu.
II.2.4 Mate´riaux hypere´lastiques
Les mate´riaux hypere´lastiques sont caracte´rise´s par l’existence d’une e´nergie de de´formation
W ne de´pendant que de la de´formation actuelle F, a` partir de laquelle les contraintes
peuvent eˆtre de´rive´es. En e´crivant cette e´nergie comme une fonction de C, on montre que
W satisfait automatiquement le principe d’objectivite´ [BEA87]. Le second tenseur des
contraintes de Piola-Kirchhoff se calcule alors par de´rivation de l’e´nergie de de´formation





En prenant en compte les syme´tries mate´rielles, on peut limiter la fac¸on dontW de´pend
de C. Toute transformation orthogonale membre du groupe de syme´tries du mate´riau doit
conserver l’e´nergie de de´formation. W doit alors ve´rifier:
W (C) = W (QCQT ) ∀Q ∈ G, (II.95)
On montre facilement que cette e´quation est e´quivalente a` (II.93) en la de´rivant par
rapport a` C. A` partir de cette relation ge´ne´rale, nous allons examiner maintenant les cas
particuliers des mate´riaux isotropes et isotropes transverses.
Mate´riaux isotropes
Dans le cas d’un mate´riau isotrope, nous avons vu pre´ce´demment que G est le groupe
de toutes les transformations orthogonales et l’e´quation (II.95) indique que W est une
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fonction isotrope de C. En tant que telle, elle peut s’e´crire en fonction des invariants
principaux de C :
W = W (I1, I2, I3) (II.96)
ou`








I3 = detC (II.99)























Les mode`les hypere´lastiques classiques utilise´s pour les mate´riaux de type caoutchouc
sont fonde´s sur ce type de repre´sentation. Les e´quations suivantes pre´sentent respective-
ment les mode`les de Mooney [MOO40], ne´o-hooke´en [TRE43], de Isihara [ISI51], de Gent
et Thomas [GEN58] et de Hart-Smith [HS66] e´crits en fonction des invariants de C :




G(I1 − 3) (II.105)
W = C1(I1 − 3) + C2(I1 − 3)
2 + C3(I2 − 3) (II.106)
















ou` les grandeurs (C1, C2, C3, G, k1, k2) sont les constantes mate´rielles des diffe´rents mode`les.
Par ailleurs, certains mode`les de comportement sont e´crits a` partir d’un autre jeu d’in-
variants, a` savoir les valeurs propres du tenseur C. Physiquement, ces valeurs propres cor-
respondent aux carre´s des e´longations principales note´es λ1, λ2 et λ3. Citons par exemple










3 − 3) (II.109)
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ou` (µi, αi)i=1,N sont les constantes mate´rielles.
Les formulations en e´longations principales et en invariants principaux sont e´quivalentes












































k = 1, 2, 3 (II.113)
ou` θ est de´fini par :
θ = arccos
(






Dans le cas des mate´riaux renforce´s par des fibres aligne´es, la construction d’un mode`le
de comportement hypere´lastique ne´cessite la de´termination du groupe de syme´tries. On
suppose l’orientation des fibres localement de´finie par un vecteur unitaire note´ a0(X).
Le groupe de syme´tries isotrope transverse caracte´risant un milieu contenant des fibres
aligne´es est ge´ne´ralement appele´ G5 [LIU82] et est de´fini par :
G5 = {Q ∈ O(3) tels que Qa0 = ±a0} (II.115)
On s’inte´resse maintenant au tenseur d’anisotropie d’un tel groupe. Un tenseur d’ani-
sotropie (ou un groupe de tenseurs) est de´fini comme e´tant le tenseur (ou le groupe de
tenseurs) caracte´ristique du groupe de syme´tries. Dans notre cas, le groupe G5 est ca-
racte´rise´ par le tenseur d’ordre 2 :
A = a0 ⊗ a0 (II.116)
G5 paut alors de´fini comme suit :
Q ∈ G5 ⇔ QAQ
T = A (II.117)
L’e´nergie de de´formation du mate´riau peut alors s’e´crire comme une fonction W de C
et A. En effet, alors que W de´pendait implicitement du choix de l’orientation de la
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configuration initiale, cette de´pendance apparaˆıt explicitement dans W et on montre que
[SPE71, SPE84] :
W (C) = W (QCQT ) ∀Q ∈ G5 ⇔
W (C,A) = W (QCQT ,QAQT ) ∀Q ∈ O(3) (II.118)
Ce qui fait de W une fonction isotrope de deux tenseurs. Ainsi, on peut lui appliquer
les the´ore`mes de repre´sentation [BAL77] et e´crire finalement l’e´nergie de de´formation du
mate´riau comme une fonction des invariants de C, A et de leurs produits. Dans le cas
ge´ne´ral, une telle fonction isotrope de deux tenseurs syme´triques de´pend de dix invariants
scalaires : les trois invariants principaux de C, les trois invariants principaux de A et
quatre invariants mixtes :
I4 = trCA I5 = trC
2A I6 = trCA
2 I7 = trC
2A2 (II.119)
Dans notre cas d’e´tude,A est un tenseur qui reste constant au cours de la de´formation,
la de´pendance de W en fonction de ses invariants peut donc eˆtre leve´e. De plus on montre
facilement que A2 = A (a0 e´tant unitaire) et donc que I4 = I6 et I5 = I7. Ainsi, compte
tenu des particularite´s de C et A le jeu d’invariants ne´cessaires pour de´crire W se limite
a` cinq [BON98, KYR96] :
W = W (I1, I2, I3, I4, I5) (II.120)
avec:
I4 = tr(CA) I5 = tr(C
2A) (II.121)
Ainsi, on assure automatiquement l’objectivite´ de la loi de comportement et les relations
de syme´tries impose´es par l’orientation des fibres aligne´es dans le mate´riau. Il suffit main-
tenant d’expliciter les de´rive´es des deux invariants mixtes par rapport a` C pour eˆtre en
mesure de calculer le tenseur des contraintes:
∂I4
∂C
= a0 ⊗ a0 (II.122)
∂I5
∂C
= a0 ⊗C · a0 + a0 ·C⊗ a0 (II.123)
A` partir des re´sultats pre´ce´dents, on peut de´finir un mode`le de comportement pour
un mate´riau hypere´lastique isotrope transverse en choisissant une fonction W des cinq
invariants I1, I2, I3, I4, I5. En utilisant des re´sultats d’essais me´caniques effectue´s sur un
mate´riau particulier, il sera possible de fixer la forme deW et de de´terminer les coefficients
intervenant dans l’expression de l’e´nergie de de´formation. Tant que celle-ci peut s’e´crire
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en fonction des invariants de´finis, l’objectivite´ et les proprie´te´s de syme´tries mate´rielles
sont assure´es.
Une approche similaire peut eˆtre utilise´e pour des mate´riaux orthotropes [RAI00].
Pour ce faire, on de´finit deux tenseurs de structure a` partir des deux directions pri-
vile´gie´es (par exemple les deux directions de fibres pour des mate´riaux tisse´s). On construit
alors une base re´duite de sept invariants a` partir desquels on peut construire l’e´nergie de
de´formation. Cette approche par invariant a e´te´ re´cemment e´tendue a` des mode`les de
comportement viscoe´lastiques [WEI98, KAL00].
Incompressibilite´
Classiquement, les mate´riaux hypere´lastiques du type caoutchouc sont conside´re´s in-
compressibles [TRE75] : ils ne peuvent accepter de variations de volume. L’incompressibi-
lite´ d’un mate´riau est une condition cine´matique de restriction des mouvements locaux.
Elle peut s’e´crire indiffe´remment J = 1 ou I3 = 1. Cette restriction sur les mouvements in-
duit une contrainte interne qui ne peut eˆtre de´termine´e par la loi de comportement. Cette
contrainte interne ne travaille pas dans tous les mouvements satisfaisant la condition
cine´matique. Si le mate´riau est incompressible, I3 = 1 et W est de´finie inde´pendamment




une inconnue qui ne peut eˆtre de´termine´e qu’a` partir des e´quations d’e´quilibre. p peut
eˆtre interpre´te´e comme une pression hydrostatique interdisant les variations de volume.
La relation (II.94) n’est alors valide que si la de´rivation par rapport a` C est effectue´e a`


















II.3 Application au cas de membranes
En utilisant les rappels de me´canique des milieux continus et plus particulie`rement
la formulation en variables convectives, et les de´veloppement relatifs aux lois de compor-
tements hypere´lastiques, nous allons dans cette partie e´tablir les e´quations re´gissant le
souﬄage de membranes e´lastiques tridimensionnelles en grandes transformations.
Les membranes sont des structures ayant une e´paisseur suffisamment faible pour eˆtre
de´crites ge´ome´triquement par une surface gauche et par un champ d’e´paisseur. En chaque
point, les efforts internes sont suppose´s s’exercer dans le plan tangent a` la membrane
en ce point. La re´partition des efforts dans l’e´paisseur est suppose´e uniforme. Une telle
structure ne re´siste pas a` la flexion et seules les sollicitations e´tirant la membrane cre´ent
des efforts internes.
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II.3.1 Description cine´matique. Re´duction a` deux parame`tres
convectifs
Pour de´crire une membrane, il suffit de parame´trer la position des points de son plan
moyen et son e´paisseur en fonction de deux coordonne´es curvilignes ayant les meˆmes pro-
prie´te´s que celles de´finies dans la partie II.1.3. Pour ce faire, on conside`re une configuration
de re´fe´rence C0 et une configuration de´forme´e Ct. Un point P du plan moyen de la mem-
brane, repe´re´ par les parame`tres curvilignes Θ1 et Θ2, occupe la position X = X(Θ1,Θ2)
dans la configuration de re´fe´rence et la position x = x(Θ1,Θ2) dans la configuration
de´forme´e. En ce point, l’e´paisseur de la membrane est H = H(Θ1,Θ2) dans la configu-
ration de re´fe´rence et h = h(Θ1,Θ2) dans la configuration de´forme´e. L’e´longation dans
l’e´paisseur de la membrane (c’est a` dire la direction orthogonale au plan tangent) est





De´finition des bases naturelles











‖ G1 ∧G2 ‖
(II.128)











‖ g1 ∧ g2 ‖
(II.131)
Il convient de noter que le troisie`me vecteur de chacune des bases ne peut pas eˆtre
de´fini classiquement puisqu’il n’y pas de troisie`me coordonne´e curviligne. Cependant,
pour de´crire la de´formation dans la direction perpendiculaire au plan moyen, on introduit
les vecteurs G3 et g3 tels qu’ils soient orthogonaux aux deux autres vecteurs de la base







G1 ·G1 G1 ·G2 0
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g1 · g1 g1 · g2 0




Les bases contravariantes associe´es s’obtiennent par les ope´rations classiques :
Gi = GijGj (II.134)
et :
gi = gijgj (II.135)
Remarque. On a simplement : G3 = G
3 et g3 = g
3.
(G1,G2) (respectivement (g1,g2)) forment une base naturelle du plan tangent a` la
membrane dans la configuration initiale au point de coordonne´es (Θ1,Θ2) (respective-
ment dans la configuration de´forme´e). En utilisant (II.41), le tenseur F′ de´crivant la
transformation du plan tangent s’e´crit alors comme suit :
F′ = g1 ⊗G
1 + g2 ⊗G
2 (II.136)
Le tenseur F complet, qui inclut la transformation dans la direction normale est donne´
par :
F = F′ + λ3 g3 ⊗G
3 (II.137)
De meˆme, en notant C′ le tenseur des dilatations dans le plan tangent, on a :
C = C′ + λ23G
3 ⊗G3 (II.138)
avec :
C′ = F′T F′ (II.139)
II.3.2 Efforts internes
L’e´paisseur de la membrane e´tant faible devant ses autres dimensions, on se place
dans l’hypothe`se des contraintes planes. Alors, les composantes contravariantes sur la
base naturelle covariante de la configuration de´forme´e (II.60) du tenseur des contraintes
de Cauchy ont les proprie´te´s suivantes :
σ13 = σ23 = σ31 = σ32 = σ33 = 0 (II.140)
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Les composantes contravariantes du tenseur S ont la meˆme structure sur la base naturelle
de la configuration initiale (II.63). On a donc de meˆme :
S13 = S23 = S31 = S32 = S33 = 0 (II.142)
II.3.3 Calcul des invariants et de leurs de´rive´es
La loi de comportement va permettre d’exprimer les efforts internes en fonction de la
cine´matique. On suppose ici que le mate´riau constituant la membrane est hypere´lastique et
incompressible. Comme nous l’avons vu dans la partie pre´ce´dente, les contraintes peuvent
eˆtre de´termine´es a` l’aide des expressions des invariants du tenseur C et de leurs de´rive´es.
Nous explicitons ici ces quantite´s.
On appelle dans la suite I¯i les invariants de C
′. C′ e´tant un tenseur sur un espace de
dimension 2, ses invariants sont re´duits a` I¯1 = trC




















ou` les indices grecs (α, β, γ), sont utilise´s ici pour indiquer qu’ils prennent les valeurs 1
et 2 uniquement. De plus, la contrainte d’incompressibilite´ impose I3 = detC = 1. Ce

















Les invariants du tenseurC complet, en tenant compte de la contrainte d’incompressibilite´
et de l’e´quation (II.138) s’e´crivent alors en fonction des invariants de C′ :








I3 = 1 (II.150)
Les invariants de C sont ainsi exprime´s a` l’aide de la cine´matique du plan tangent. Pour
les mate´riaux hypere´lastiques, le calcul de la contrainte S se fait par de´rivation de l’e´nergie
de de´formation par rapport a` C. L’e´nergie de de´formation e´tant e´crite en fonction des
44 Chapitre II. Lois de comportement et mise en e´quations des membranes
invariants de C, la contrainte peut s’e´crire en fonction des de´rive´es des invariants par
rapport a` C. Les invariants (II.148-II.150) tiennent compte de la contrainte d’incompres-
sibilite´, les de´rive´es de ces invariants par rapport a` C′ correspondent donc aux de´rive´es



























































































Comme on l’a vu pre´ce´demment, l’e´criture d’une loi de comportement isotrope transverse
ne´cessite l’e´valuation des invariants I4 et I5 (II.121) qui de´rivent de la de´finition du ten-
seur d’anisotropie A de´fini sur la configuration non de´forme´e. Le vecteur a0 donnant la
direction des fibres, il se trouve ne´cessairement dans le plan tangent de la membrane et






et on a l’expression suivante pour A :
A = a0 ⊗ a0 = a
αaβGα ⊗Gβ (II.157)
On en de´duit les expressions de I4 et I5 :








Remarque. En de´finissant I¯4 et I¯5 de fac¸on similaire a` I¯1 et I¯2, on montre que I¯4 = I4 et
I¯5 = I5. En effet, a0 e´tant dans le plan de´fini par G1 et G2, les composantes de A, et
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donc de CA et C2A, sur G3 ⊗G
3 sont nulles.
Finalement, les e´quations suivantes fournissent les de´rive´es des invariants supple´mentaires :
∂I4
∂C










A` l’aide de ces quantite´s et d’une fonction e´nergie de de´formation e´crite en termes d’in-
variants, on peut calculer les composantes du tenseur des contraintes dans le plan moyen





























ou` i prend les valeurs 1, 2, 4 et 5.
Les lois de comportement ainsi de´finies sont non- line´aires. Leur implantation dans
un code de calcul ne´cessite le calcul de l’ope´rateur tangent ∂S/∂E ou ∂S/∂C, ten-
seur d’ordre quatre repre´sentant les variations line´arise´es du tenseur des contraintes
autour d’une de´formation donne´e. En utilisant les re`gles de diffe´renciation chaine´e sur
l’e´quation (II.162), on montre qu’en dehors des de´rive´es premie`res et secondes de W par

















Remarque. La plupart des fonctions e´nergie de de´formation ont une forme telle que les
premiers termes de l’e´quation (II.164) disparaissent pour i 6= j. En effet, on a ge´ne´ralement
∂2W/(∂Ii∂Ij) = 0.
Commenc¸ons par le calcul des de´rive´es des deux premiers invariants. Dans une premie`re










Gα ⊗Gβ ⊗Gγ ⊗Gδ (II.166)
ou` O est le tenseur nul d’ordre quatre, et I et I∗ sont les tenseurs d’ordre quatre de´finis
pre´ce´demment (II.34), (II.35). A` partir de ces dernie`res expressions, on calcule les de´rive´es
46 Chapitre II. Lois de comportement et mise en e´quations des membranes






























































Gα ⊗Gβ ⊗Gγ ⊗Gδ (II.170)
II.3.4 Equations du mouvement pour les membranes
Dans le cas des membranes, les e´quations du mouvement peuvent se simplifier en
utilisant l’hypothe`se de contraintes planes. Ceci permet d’inte´grer sur l’e´paisseur, pour
obtenir dans la configuration de´forme´e l’e´quation locale eule´rienne suivante :
h divσ + p e3 + h ρ f = h ρ u¨ (II.171)
ou`, au point conside´re´, h est l’e´paisseur de la membrane de´forme´e, σ le tenseur des
contraintes de Cauchy, p est la diffe´rence de pression entre les faces inte´rieure et exte´rieure
de la membrane, e3 est un vecteur unitaire normal a` la membrane, f repre´sente les forces
de volume, et u¨ est l’acce´le´ration. La diffe´rence de pression joue ici le meˆme roˆle que les
forces volumiques dans les e´quations tridimensionnelles de de´part.
Chapitre III
Me´thode des e´le´ments finis et
programmation oriente´e objet
Ce chapitre traite de la mise en place des me´thodes de re´solution nume´rique adapte´es
aux proble`mes de membranes sous pression interne. La premie`re partie de ce chapitre
traite de la me´thode des e´le´ments finis applique´e au souﬄage de membranes. A` partir
du Principe des Travaux Virtuels, on y de´finit et explicite les grandeurs classiques que
sont les vecteurs forces et matrices tangentes du proble`me discre´tise´. La deuxie`me partie
s’inte´resse a` la programmation oriente´e objet en Fortran 90 et en de´crit l’application a`
la construction d’un code e´le´ment fini pour le souﬄage quasi-statique de membranes. La
troisie`me partie pre´sente les e´le´ments finis de membrane classiques ainsi que quelques cas
tests mettant en e´vidence les difficulte´s rencontre´es lors de l’utilisation de ces e´le´ments.
Finalement, nous proposons un nouvel e´le´ment fini de classe C2 dont nous de´taillons la
formulation avant de mettre en e´vidence ses avantages dans les cas qui nous inte´ressent.
III.1 Me´thode des e´le´ments finis
III.1.1 Ge´ne´ralite´s
D’un point de vue mathe´matique, la me´thode des e´le´ments finis permet de calculer une
approximation d’une fonction qui ve´rifie un syste`me d’e´quations au de´rive´es partielles a`
l’inte´rieur d’un domaine et un syste`me de conditions aux limites sur les bords de ce
domaine. Les e´quations du mouvement (II.64) entrent donc dans ce cadre. On trouve de
nombreux ouvrages de re´fe´rences sur ce sujet. Dans le domaine du calcul des structures, on
peut citer ceux de Zienkiewicz [ZIE94] et de Batoz [BAT90] pour une pre´sentation ge´ne´rale
de la me´thode, ou celui de Crisfield [CRI91] plus particulie`rement pour les aspects non-
line´aires. L’approche e´le´ments finis que nous utilisons ici est une approche en de´placement,
c’est-a`-dire qu’on veut de´terminer le champ de de´placement de la configuration initiale
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du solide qui ve´rifie les e´quations du mouvement. Le champ de de´placement ne pouvant






ou` les Ni sont les fonctions de forme de´finies sur le domaine et les parame`tres Ui sont
les inconnues du proble`me. Ainsi, la fonction continue u inconnue sur tout le domaine est
remplace´e par un ensemble discret de n inconnues Ui. L’e´tape suivante consiste a` diviser le
domaine en sous-domaines ou e´le´ments finis. Les fonctions de forme sont alors de´finies sur
chacun des sous-domaines et l’approximation du champ u est calcule´e e´le´ment par e´le´ment.
Un point clef de la me´thode des e´le´ments finis est le passage d’une forme diffe´rentielle
locale a` une forme inte´grale sur un domaine. La forme inte´grale sur le domaine peut eˆtre
approche´e par la sommation sur les e´le´ments de´coupant ce domaine. Le passage de la
forme locale a` la forme inte´grale se fait par exemple par une me´thode de type re´sidus
ponde´re´s ou, dans le domaine du calcul de structures, en appliquant le Principe des
Travaux Virtuels qui permet d’obtenir directement une forme faible, c’est-a`-dire une mise
en e´quations ne faisant apparaˆıtre que les de´rive´es premie`res du champ de de´placement.
III.1.2 E´criture du Principe des Travaux Virtuels
En ignorant les effets d’inertie et les forces volumiques et en ne conside´rant que les
forces de pression de´finies sur la surface de´forme´e de la membrane, le Principe des Travaux
Virtuels peut s’e´crire, apre`s inte´gration sur l’e´paisseur, sous la forme suivante :
g(u, δu, p) =
∫
S0
H δE : S dS0 −
∫
S
p δu · n dS = 0 ∀δu (III.2)
ou` u est le champ de de´placement, δu est un champ de de´placement virtuel compatible
avec les conditions aux limites en de´placement, H est l’e´paisseur initiale de la membrane,
S0 sa surface initiale, S la surface de la membrane dans la configuration de´forme´e, n le
vecteur unitaire normal a` la membrane de´forme´e, p la pression interne a` la membrane,
S le second tenseur des contraintes de Piola-Kirchhoff et E le tenseur des de´formations
de Green-Lagrange. Dans cette e´quation, le premier terme inte´gral repre´sente le travail
virtuel des forces de cohe´sion ou forces inte´rieures, le second correspond au travail virtuel
des forces de pression, ou forces exte´rieures, de´finies sur la surface de´forme´e. Dans le
cadre de la me´thode des e´le´ments finis, chacune des inte´grales est e´value´e e´le´ment par
e´le´ment en utilisant pour chacun des e´le´ments sa fonction de forme. Apre`s une proce´dure
d’assemblage, l’e´quation (III.2) peut se mettre sous la forme :
g(u, δu, p) = δUT [Fint(U)− Fext(U, p)] = 0 ∀δU (III.3)
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ou` δU est le vecteur des de´placements virtuels nodaux, U est le vecteur des de´placements
nodaux, Fint(U) et Fext(U, p) sont respectivement les vecteurs forces inte´rieures et exte´rieures
nodaux. Ces vecteurs sont de dimension nddl, le nombre de degre´s de liberte´ du mode`le
e´le´ments finis.
Les sche´mas de re´solution nume´rique de ces proble`mes ne sont pas aborde´s dans ce
chapitre, ils font l’objet du chapitre IV. Ces sche´mas ne´cessitent le calcul de l’ope´rateur
tangent KT qui apparaˆıt en line´arisant la forme discre´tise´e pre´ce´dente du Principe des
Travaux Virtuels (III.3). KT s’e´crit sous la forme d’une matrice obtenue par la de´rivation
du re´sidu d’e´quilibre Fint − Fext par rapport aux de´placements nodaux :




III.1.3 Construction des vecteurs forces et de l’ope´rateur tan-
gent
Ce paragraphe est consacre´ au calcul des grandeurs pre´ce´dentes en utilisant le forma-
lisme des variables convectives pre´sente´ dans le chapitre II.
III.1.3.1 Vecteurs forces
Dans ce paragraphe, le calcul des vecteurs Fint(U) et Fext(U, p) au niveau e´le´mentaire
est pre´sente´.
Comme nous l’avons vu pre´ce´demment, la position des points du solide est approche´e
classiquement par une fonction de forme. Le solide est divise´ en e´le´ments. Les variables aux
noeuds d’un e´le´ment (e) permettent de calculer l’approximation de la position en chaque
point de l’e´le´ment. L’e´quation suivante fournit l’approximation du vecteur position initiale
du point repe´re´ par les coordonne´es curvilignes (Θ1,Θ2) :
X(Θ1,Θ2) = N(Θ1,Θ2)Xe (III.5)
ou` X est le vecteur position initiale du point e´crit sous la forme d’un vecteur colonne
contenant ses trois coordonne´es dans la base orthonorme´e globale R. Xe est un vecteur
colonne de nddle lignes contenant les coordonne´es des positions initiales des noeuds de
l’e´le´ment (e), nddle e´tant le nombre de degre´s de liberte´ associe´ a` l’e´le´ment. Enfin N est
la matrice de la fonction de forme sur l’e´le´ment, de dimension 3×nddle. De meˆme, on a :
u(Θ1,Θ2) = N(Θ1,Θ2)Ue (III.6)
ou` u et Ue sont les ”vecteurs colonnes” contenant respectivement les coordonne´es des
de´placements et des de´placements nodaux e´le´mentaires ayant les meˆmes dimensions que
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X etXe respectivement. On s’est place´ ici dans le cadre d’une description isoparame´trique,
c’est-a`-dire qu’on utilise la meˆme approximation pour la ge´ome´trie et pour les de´placements.
Enfin, en notant x et xe les positions et positions nodales e´le´mentaires dans la configura-
tion de´forme´e, on a simplement :
x(Θ1,Θ2) = X(Θ1,Θ2) + u(Θ1,Θ2) = N(Θ1,Θ2) (Xe +Ue) = N(Θ1,Θ2)xe (III.7)
A` partir de ces diffe´rentes e´quations d’interpolation, les bases naturelles peuvent eˆtre












ou` Gα et gα sont les coordonne´es des vecteurs tangents initiaux et de´forme´s dans la
base orthonorme´e globale R, e´crits sous la forme de vecteurs colonnes. Dans la suite,
pour alle´ger l’e´criture, on omettra la de´pendance en Θα des variables et on adoptera la





Explicitons maintenant la premie`re inte´grale du Principe des Travaux Virtuels (III.2)





H δE : S dS0 (III.11)
ou` Se0 repre´sente la surface de l’e´le´ment fini dans la configuration non-de´forme´e et ou` :
δE : S = δEαβ S
βα (III.12)
Comme nous l’avons vu dans la partie me´canique des milieux continus du chapitre pre´ce´dent,
la connaissance des deux bases naturelles permet de de´terminer le tenseur des de´formations
E ou le tenseur des dilatations C, et la loi de comportement fournit S en fonction de C.









ou` la notation vT de´signe le ”vecteur ligne” associe´ au ”vecteur colonne” v etMT de´signe
la transpose´e de la matrice M, ceci afin de se conformer a` l’e´criture matricielle classique.



























les composantes δEαβ s’e´crivent finalement :
δEαβ = δU
eT BTαβ (III.16)
De plus, l’e´le´ment de surface initiale dS0 est donne´ par :
dS0 = ‖G1 ∧G2‖ dΘ
1dΘ2 (III.17)
Dans toute la suite, on suppose que l’e´le´ment est parame´tre´ avec (Θ1,Θ2) ∈ (−1..1) ×








βα ‖G1 ∧G2‖ dΘ
1dΘ2 = δUeT Feint (III.18)
ce qui permet de de´finir Feint, la contribution d’un e´le´ment e au vecteur des forces inte´rieures







βα ‖G1 ∧G2‖ dΘ
1dΘ2 (III.19)
Conside´rons a` pre´sent le second terme du Principe des Travaux Virtuels (III.2), δweext,





p δuT · n dS (III.20)
ou` l’e´le´ment de surface de´forme´e dS s’e´crit :
dS = ‖g1 ∧ g2‖ dΘ
1dΘ2 (III.21)





En utilisant l’interpolation de δu :
δu = N δUe, (III.23)







pNT (g1 ∧ g2) dΘ
1dΘ2 = δUeT Feext (III.24)
ce qui de´finit Feext, la contribution d’un e´le´ment e au vecteur des forces exte´rieures Fext






pNT (g1 ∧ g2) dΘ
1dΘ2 (III.25)
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III.1.3.2 Ope´rateur tangent
On cherche maintenant a` construire la matrice carre´e KT correspondant a` la de´rive´e
du re´sidu (Fint − Fext) par rapport aux de´placements nodaux. On se´pare KT en deux
termes :
KT = Kint −Kext, (III.26)
Kint correspondant a` la contribution des de´rive´es des forces inte´rieures et Kext correspon-
dant a` la contribution des de´rive´es des forces exte´rieures de pression. Les composantes de










Les matrices tangentes de la membrane comple`te Kint et Kext sont obtenues par assem-
blage des matrices e´le´mentaires Keint et K
e
ext. Ces dernie`res sont calcule´es pour chacun
des e´le´ments par de´rivation des vecteurs e´le´mentaires nodaux Feint et F
e
ext.

























= N,Tα N,β , (III.31)













Finalement, on obtient l’expression matricielle suivante pour keint :
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On note que la matrice keint est syme´trique. On reconnaˆıt dans ∂S
βα/∂Cδγ les composantes
du tenseur tangent d’ordre 4, ∂S/∂C, calcule´ dans le chapitre pre´ce´dent sur la base
Gα⊗Gβ ⊗Gγ ⊗Gδ. L’inte´gration sur le domaine de l’e´le´ment de l’expression pre´ce´dente
fournit e´videmment Keint.
Passons a` pre´sent au calcul de Keext. Pour en faciliter l’e´criture matricielle, on de´finit









ou` gαi est ici la i





Dans l’expression de Feext (III.25) le seul terme de´pendant de U
e est :
g1 ∧ g2










pNT (Ω1N,2−Ω2N,1 ) dΘ
1dΘ2 (III.38)
On remarque que la matriceKeext n’est pas syme´trique. Ceci provient du fait que les efforts
de pression sont assimilables a` une force suiveuse. On peut toutefois montrer [BON97], que
dans certains cas, la matrice assemble´e Kext est syme´trique. C’est en effet le cas lorsque
les positions des points sur la frontie`re de la surface S sont fixe´es.
En partant ainsi du Principe des Travaux Virtuels, nous avons de´fini ici les grandeurs
Fint, Fext et KT qui permettent d’e´crire le syste`me d’e´quations discre`tes approximant les
e´quations du milieu continu et adapte´ a` une utilisation nume´rique. Dans la suite, nous
allons passer a` la mise en œuvre informatique en de´crivant la mise en place d’un code de
calcul programme´ en Fortran 90 oriente´ objet.
III.2 Programmation oriente´e objet en Fortran 90
Dans cette partie, nous nous inte´ressons a` la programmation oriente´e objet. Nous
commenc¸ons par une bibliographie concernant son application a` la me´thode des e´le´ments
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finis et plus particulie`rement son utilisation re´cente pour le langage Fortran 90. Dans un
deuxie`me temps, nous rappelons les concepts de base de la programmation oriente´e objet
et de´crivons leurs mises en œuvre en Fortran 90. En effet, ce langage n’est ge´ne´ralement
pas conside´re´ comme un langage oriente´ objet et l’application des concepts objet ne´cessite
une programmation particulie`re. Enfin nous terminons cette partie relative a` la program-
mation par la description de la structure de notre code de calcul en de´taillant les objets
que nous avons de´finis.
III.2.1 Introduction
La programmation oriente´e objet (POO) est une technique d’analyse alternative a`
la programmation proce´durale qui offre beaucoup plus de souplesse que cette dernie`re,
en permettant notamment des niveaux d’abstraction plus e´leve´s. La conception oriente´e
objet permet de repre´senter les entite´s physiques de fac¸on plus ge´ne´rale, souvent plus
fiable et plus facile d’emploi notamment lors des de´veloppements ulte´rieurs d’un code de
calcul donne´.
Pendant plusieurs anne´es, les progre`s dans ce domaine tant au niveau du mate´riel
informatique que du de´veloppement de compilateurs adapte´s ne se sont pas re´percute´s
dans l’e´volution de l’architecture des logiciels de calcul par e´le´ments finis [BRE98]. Depuis
une dizaine d’anne´es seulement, cette de´marche a e´te´ transpose´e au de´veloppement de
codes e´le´ments finis [MIL88, FOR90, MIL91, MAC92, KON95, DEV97, BES97]. Le choix
du langage de programmation a sans doute longtemps e´te´ un frein au de´veloppement de ces
techniques dans le domaine du calcul de structures. En effet, le langage de programmation
objet le plus populaire et le plus utilise´ est le C++ ; or, une grande majorite´ des codes
e´le´ments finis (Abaqus, Samcef, Castem 2000 ...) sont programme´s en Fortran (ou des
variantes). Le passage en C++ et l’inte´gration des concepts oriente´s objet ne´cessitent
donc souvent de tout rede´velopper. Il faut d’ailleurs noter que la majorite´ des travaux
re´cents concernant le de´veloppement de codes de calcul oriente´s objet utilisent le C++.
Pourtant, la norme Fortran 90, compatible avec le Fortran 77, propose quantite´ de
nouvelles structures et blocs de programme permettant l’implantation de la plupart des
concepts ne´cessaires a` la programmation oriente´e objet : l’encapsulation, l’he´ritage, le
polymorphisme, la surcharge d’ope´rateur, etc. Ge´ne´ralement, le Fortran 90 n’est pas
conside´re´ comme un langage oriente´ objet proprement dit. En effet, l’absence de l’e´quivalent
des types de donne´es virtuelles par exemple rend certains concepts comme le polymor-
phisme dynamique difficiles a` implanter. La norme Fortran 2000, en devenir, promet d’y
reme´dier.
En attendant, comme le montre Decyk [DEC97], il est possible d’implanter la plupart
des concepts de programmation oriente´e objet graˆce a` l’utilisation judicieuse des Modules,
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des Types De´rive´s et des Pointeurs du Fortran 90, tout en rendant aise´e l’utilisation de
toutes les bibliothe`ques nume´riques Fortran ayant fait leurs preuves (BLAS, LAPACK,
IMSL, NAG ...). Les codes de calcul de´veloppe´s en Fortran 90 oriente´ objet commencent
depuis peu a` faire leur apparition. L’e´quipe d’Analyse Nume´rique et E.D.P. du Laboratoire
de Mathe´matiques C.N.R.S. de l’Universite´ Paris-Sud propose par exemple un ensemble
de modules allant dans ce sens [LAM99].
Dans cette partie, on se propose de de´crire et d’expliciter brie`vement les concepts
fondamentaux de la programmation oriente´e objet ainsi que les me´thodes a` adopter pour
leur mise en œuvre en Fortran 90. Pour des pre´cisions sur les concepts ge´ne´raux de la
POO, le lecteur peut se reporter au nombreux ouvrages consacre´s exclusivement a` ce
sujet [MEY90, RUM91, GRA94].
III.2.2 Concepts de programmation oriente´e objet et mise en
œuvre en Fortran 90
III.2.2.1 Notion d’objet, classes
Un objet au sens de la POO est la repre´sentation informatique d’une entite´ physique
incluant la mode´lisation de son comportement en re´ponse a` certaines sollicitations. Il
est caracte´rise´ par son identifiant, ses attributs et ses me´thodes. Pour clarifier les no-
tions, nous prendrons l’exemple d’un objet VECTEUR. L’identifiant est le nom de l’ob-
jet, inde´pendamment de son e´tat, il permet de le de´signer. ~u est le nom de notre objet
VECTEUR. Les attributs sont les donne´es caracte´risant l’objet. Ce sont des variables
stockant des informations d’e´tat de l’objet. Les attributs de ~u sont par exemple ses co-
ordonne´es dans une base. Les me´thodes (appele´es parfois fonctions membres) d’un objet
caracte´risent son comportement, c’est-a`-dire l’ensemble des actions (appele´es ope´rations)
que l’objet est a` meˆme de re´aliser. Ces ope´rations permettent de faire re´agir l’objet aux
sollicitations exte´rieures (ou d’agir sur d’autres objets). Les ope´rations sont e´troitement
lie´es aux attributs, car leurs actions peuvent de´pendre des valeurs des attributs ou les mo-
difier. Par exemple le produit scalaire par le vecteur ~u est une me´thode de cet objet. On
appelle classe la structure d’un objet, c’est-a`-dire la de´claration de l’ensemble des entite´s
qui composeront un objet. Un objet est donc ”issu” d’une classe, comme une variable
classique est issue d’un type. On dit qu’un objet est une instanciation d’une classe. Une
classe est compose´e des attributs (ou donne´es membres) et des me´thodes des objets de la
classe.
En Fortran 90, il est possible de de´finir de nouveaux types de donne´es ou types de´rive´s.
Ces types de´rive´s de donne´es vont servir de base a` la POO. L’exemple suivant de´finit le
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Le type de´rive´ VECTEUR peut ensuite eˆtre utilise´ comme un type de donne´e classique
et la de´claration d’une variable u du type VECTEUR s’e´crit simplement :
TYPE(VECTEUR) :: u
Les composantes d’un type de´rive´ sont de´signe´es par : nomobjet%nomcomposante. La
variable repre´sentant la coordonne´e x du vecteur u est ainsi de´signe´e par u%x. Comme
nous l’avons vu pre´ce´demment, pour de´finir une classe VECTEUR, il faut regrouper dans
une meˆme entite´ le type de donne´e et les me´thodes associe´es a` ce type de donne´e. En
Fortran 90, on utilisera pour cela les structures MODULE. Ces structures permettent en
ge´ne´ral de regrouper diffe´rents blocs de programmation, de de´finir les types de´rive´s de
donne´e ou de de´finir des blocs d’interface. Les structures MODULE peuvent eˆtre mises a`
profit pour de´finir une classe. On leur donnera alors la forme suivante :
MODULE nomdelaclasse
TYPE nomdesobjetsdelaclasse
de´finition des diffe´rentes composantes de l’objet
END TYPE nomdesobjetsdelaclasse
CONTAINS
de´finition des diffe´rentes me´thodes de la classe
END MODULE nomdelaclasse
Comme le montre les lignes de programmes pre´ce´dentes, les diffe´rentes me´thodes appa-
raissent apre`s l’instruction CONTAINS sous la forme de routines ou de fonctions. Par
exemple, la classe vecteur contient la de´finition des diffe´rentes ope´rations sur les vecteurs
comme l’addition, la multiplication et le produit scalaire. Pour conclure, pre´cisons qu’un
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III.2.2.2 Encapsulation
L’encapsulation est un me´canisme consistant a` rassembler les donne´es et les me´thodes
au sein d’une structure en cachant l’imple´mentation de l’objet, c’est-a`-dire en interdisant
l’acce`s aux donne´es par un autre moyen que les services propose´s par le programmeur
de l’objet. L’encapsulation permet ainsi de garantir l’inte´grite´ des donne´es contenues
dans l’objet. En effet, l’utilisateur d’une classe n’a pas force´ment a` connaˆıtre la fac¸on
dont sont structure´es les donne´es dans l’objet. Ainsi, en interdisant a` l’utilisateur de
modifier directement les attributs, et en l’obligeant a` utiliser les fonctions de´finies pour
les modifier (appele´es interfaces), on est capable d’assurer l’inte´grite´ des donne´es : on
pourra par exemple s’assurer que le type de donne´es fournies est conforme aux attentes,
ou encore que les donne´es se trouvent bien dans un intervalle attendu.
L’encapsulation permet de de´finir des niveaux de visibilite´ des e´le´ments de la classe.
Ces niveaux de visibilite´ de´finissent les droits d’acce`s aux donne´es selon que l’on y acce`de
par une me´thode de la classe elle-meˆme, d’une classe he´ritie`re (la notion d’he´ritage est
de´crite dans le paragraphe suivant), ou bien d’une classe quelconque. Il existe trois niveaux
de visibilite´ :
– publique : les fonctions de toutes les classes peuvent acce´der aux donne´es ou aux
me´thodes d’une classe de´finie avec le niveau de visibilite´ publique. Il s’agit du plus
bas niveau de protection ;
– prote´ge´e : l’acce`s aux donne´es est re´serve´ aux fonctions des classes he´ritie`res ;
– prive´e : l’acce`s aux donne´es est limite´ aux me´thodes de la classe elle-meˆme. Il s’agit
du niveau de protection des donne´es le plus e´leve´.
En Fortran 90, la notion d’encapsulation peut eˆtre implante´e en utilisant les instruc-
tions PRIVATE et PUBLIC a` l’inte´rieur du module de´finissant la classe. L’instruction
PRIVATE utilise´e comme premie`re instruction du module impose que toutes les entite´s,
me´thodes et types de´rive´s soient par de´faut inaccessibles a` l’exte´rieur du module. Seules les
entite´s ayant explicitement l’attribut PUBLIC seront accessibles par un programme uti-
lisant le module. Ainsi, les diffe´rents sous-programmes ou types que l’on peut de´velopper
a` l’inte´rieur du module et qui ne doivent eˆtre utilise´s que par d’autres sous-programmes
du module peuvent eˆtre rendus inaccessibles a` l’utilisateur. L’instruction PRIVATE peut





Les diffe´rentes composantes du type sont alors inaccessibles a` l’exte´rieur du module. Les
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instructions du type u%x=... sont interdites en dehors du module de´finissant la classe
VECTEUR. Ainsi, aucune proce´dure a` l’exte´rieur d’une classe ne peut a priori modifier
un des objets de cette classe. La modification des composantes d’un objet ne peut se
faire que par le biais d’une des me´thodes de la classe. Ainsi, l’utilisateur d’une classe
n’a pas a` connaˆıtre les de´tails de la structure des objets puisqu’il n’y a jamais acce`s.
Pour illustrer l’inte´reˆt du concept, admettons par exemple que l’utilisateur travaille en
coordonne´es sphe´riques. Pour obtenir l’angle φ d’un vecteur, on fera par exemple appel
a` la me´thode PHI=COORDONNEEPOLAIREPHI(VECTEUR), de´finie dans le module,
sans savoir comment sont de´finies les coordonne´es de l’objet VECTEUR (sphe´riques ou
carte´siennes).
III.2.2.3 He´ritage
L’he´ritage est un principe propre a` la programmation oriente´e objet, permettant de
cre´er une nouvelle classe a` partir d’une ou de plusieurs classes existantes (ou classes de
base). Une nouvelle classe peut he´riter d’objets et de me´thodes provenant d’autres classes.
Une nouvelle classe peut de´crire un nouveau type de donne´es, a` l’aide de composantes
appartenant elles-meˆmes a` d’autres classes. Cette nouvelle classe peut utiliser, dans ses
me´thodes, les me´thodes de´finies sur chacune des classes de ses composantes. Prenons par
exemple un objet d’une classe ELEMENT FINI, qui contient une composante de´crivant
un mate´riau. Cette composante e´tant de´finie comme un objet d’une classe MATERIAU,
toutes les me´thodes de´finies dans la classe MATERIAU sont utilisables a` l’inte´rieur de
la classe ELEMENT FINI, sur la composante de type MATERIAU de l’objet (pour le
calcul des contraintes dans l’e´le´ment par exemple). L’utilisation de la classe de base MA-
TERIAU dans la classe ELEMENT FINI ne ne´cessite pas de la part du programmeur de
la classe ELEMENT FINI de modifier les fonctions de la classe MATERIAU. La classe
MATERIAU peut donc servir pour d’autres applications. Le programme suivant de´crit ce
concept d’he´ritage :







END TYPE ELEMENT FINI
CONTAINS
...
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END MODULE CLASSE ELEMENT FINI
Ce type d’he´ritage est appele´ he´ritage par composition : un nouvel objet est compose´
d’autres objets pre´-existants. Par ce moyen on peut cre´er des hie´rarchies de classes pour
concevoir des mode`les de plus en plus riches, sans se replonger dans les de´finitions des
diffe´rentes composantes.
Il existe une autre forme d’he´ritage, l’he´ritage par sous-typage, qui consiste a` de´river
une classe de base en une sous-classe, de sorte que les fonctions de la classe de base puissent
s’appliquer indiffe´remment sur tous les objets des classes de´rive´es. Dans certains langages,
comme en C++, il est possible d’e´tendre automatiquement les fonctions s’appliquant sur
les classes de base aux classes de´rive´es. En Fortran 90, il n’est pas possible de de´finir
directement cette forme d’he´ritage. Il est ne´cessaire de la construire explicitement en
utilisant la surcharge de fonctions. Le paragraphe suivant consacre´ au polymorphisme
de´crit cette ope´ration.
III.2.2.4 Polymorphisme
Le polymorphisme caracte´rise la possibilite´ de de´finir plusieurs fonctions de meˆme
nom mais posse´dant des parame`tres diffe´rents (en nombre et/ou en type), si bien que la
”bonne” fonction sera choisie en fonction des parame`tres d’appel. Le polymorphisme rend
possible le choix automatique de la me´thode a` employer en fonction de la classe de l’objet
passe´ en argument. Ainsi, on peut par exemple de´finir plusieurs me´thodes homonymes
ADDITION effectuant une somme, pouvant s’appliquer indiffe´remment a` des scalaires,
des vecteurs ou de matrices. On distingue en ge´ne´ral deux formes de polymorphisme : le
polymorphisme statique et le polymorphisme dynamique. Dans le cas du polymorphisme
statique, le comportement d’une fonction applique´e a` un objet, quelles que soient les
donne´es qu’il encapsule, est de´termine´ a` la compilation selon la classe a` laquelle ce der-
nier appartient. Dans le cas du polymorphisme dynamique le choix se fait au cours de
l’exe´cution.
En Fortran 90, on dispose de blocs d’interfaces permettant de de´finir explicitement le
passage d’arguments a` une fonction, ce qui permet de faciliter l’usage de cette fonction
a` l’aide de mots-clefs. Ils permettent aussi de donner un nom identique a` deux fonctions
meˆme si les types de leurs arguments diffe`rent. Ainsi, admettons qu’on ait de´fini dans une
classe VECTEUR et dans une classe MATRICE une ope´ration d’addition respectivement
appele´e ADDITIONVECTEUR et ADDITIONMATRICE. En ajoutant les blocs suivants








tout programme utilisant les classes VECTEUR et MATRICE aura acce`s a` la fonction
ADDITION qui appellera la fonction ADDITIONVECTEUR ou ADDITIONMATRICE
selon le type de l’objet passe´ en argument. En ”surchargeant” ainsi l’ope´rateur ADDI-
TION, on obtient une forme de polymorphisme statique. Il est possible de surcharger de
meˆme toutes les fonctions et ope´rateurs pre´de´finis en Fortran. Par exemple, l’ope´rateur
d’e´le´vation a` la puissance (x**n) peut eˆtre surcharge´ pour fonctionner sur les objets de
la classe MATRICE.
Comme nous l’avons brie`vement e´voque´ plus haut, il est possible, en utilisant la tech-
nique de surcharge, de reproduire les caracte´ristiques d’une classe de´finie comme un sous-
type d’une classe de base. Admettons qu’une classe MATERIAU ait e´te´ de´finie pour des
applications en statique et qu’on veuille en de´river une sous-classe pour des applications
en dynamique. Le type de´rive´ a` de´finir aurait la meˆme forme que le type de base avec
une composante supple´mentaire pre´cisant la masse volumique. Le calcul de la contrainte
reste inchange´ et la fonction CONTRAINTE de la classe de base peut eˆtre applique´e
directement sur la classe de´rive´e. Comme on l’a vu, ce processus ne peut s’effectuer direc-
tement puisque la notion de sous-typage n’existe pas en Fortran. On de´finira a` la place
une nouvelle classe dans le cadre d’un module qui utilise la classe de base. Le type de
cette nouvelle classe contiendra une premie`re composante de´finie comme un objet de la
classe MATERIAU et une deuxie`me composante donnant sa masse volumique. La classe







La fonction CONTRAINTE2 ne fait qu’appeler la fonction contrainte applique´e a` la
composante nommate´riaumassif%mate´riau qui est du type attendu par cette dernie`re.
Le module de´finissant la classe contiendra un bloc d’interface similaire au pre´ce´dent,
surchargeant la fonction CONTRAINTE par la fonction CONTRAINTE2. Il est ainsi
possible de rede´finir simplement toutes les me´thodes inchange´es de la classe de base pour
les appliquer sur les objets de la nouvelle classe comme si celle-ci e´tait une classe de´rive´e.
Ceci impose toutefois une ”gymnastique” qui est inutile dans les langages comme le C++
ou` le sous-typage est supporte´.
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III.2.2.5 Remarque finale sur la programmation en Fortran 90
Dans les paragraphes pre´ce´dents, nous avons de´taille´ la traduction des principaux
concepts de la POO en Fortran 90. Dans nos programmes, nous avons essaye´ d’exploiter
au maximum les performances de ce langage, notamment en utilisant conjointement les
tableaux et les pointeurs. Ces spe´cificite´s du langage ont permis d’ame´liorer grandement
les performances de nos programmes. Cependant, ces aspects e´tant tre`s techniques, ils
sont pre´sente´s en annexe pour alle´ger le corps du texte.
III.2.3 Application au calcul des structures : les diffe´rentes classes
d’un code e´le´ments finis de souﬄage de membranes
Comme nous l’avons montre´ dans la partie pre´ce´dente, les diffe´rents concepts de la
programmation oriente´e objet peuvent eˆtre traduits en Fortran 90, meˆme si leur mise en
œuvre est parfois moins intuitive que dans d’autres langages. Dans ce travail, ces ide´es
et techniques ont e´te´ utilise´es pour baˆtir une architecture oriente´e objet de notre code
e´le´ments finis. Un ensemble de classes a donc e´te´ implante´, la classe de plus haut niveau
e´tant la classe ELEMENT, qui he´rite des classes NOEUD, MATERIAU, ORIENTATION
et INTEGRATION. Dans la suite nous allons de´crire brie`vement ces diffe´rentes classes
afin d’en souligner leurs inte´reˆts et leurs particularite´s, en insistant plus particulie`rement
sur la classe ELEMENT.
III.2.3.1 La classe NOEUD
La classe NOEUD ge`re les noeuds d’un maillage, elle encapsule toutes les donne´es les
de´finissant. Un objet de la classe NOEUD contient les coordonne´es initiales d’un noeud,
les conditions aux limites en de´placements de ce noeud et la nume´rotation de ses degre´s
de liberte´. Dans l’algorithme principal, un tableau DEP contient les de´placements de
tous les degre´s de liberte´ du proble`me e´le´ments finis traite´, ce tableau est mis a` jour au
cours du processus de re´solution. La composante VARIATIONS d’un objet NOEUD est
un tableau de pointeurs. Chaque cellule de ce tableau correspond a` un degre´ de liberte´
du noeud et pointe sur la cellule du tableau DEP correspondante. Ainsi au cours des
calculs, par l’interme´diaire de la composante VARIATIONS d’un noeud, on a acce`s aux
de´placements de celui-ci sans avoir a` les mettre a` jour explicitement. Toutes les donne´es
dans la classe NOEUD sont de´veloppe´es sous la forme de tableaux allouables au cours de
l’exe´cution ce qui permet d’ajouter facilement des degre´s de liberte´ a` chaque noeud pour
traiter des proble`mes diffe´rents.
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III.2.3.2 La classe MATERIAU
La classe MATERIAU ge`re les donne´es relatives aux lois de comportement. Un objet
de cette classe contient le nom de la loi de comportement et les valeurs de ses coefficients
mate´riels. Les me´thodes principales de la classe MATERIAU permettent de calculer les
secondes contraintes de Piola-Kirchhoff et leurs de´rive´es par rapport au tenseur des dila-
tations.
III.2.3.3 La classe ORIENTATION
La classe ORIENTATION est utilise´e dans le cas des mate´riaux isotropes transverses.
Elle encapsule les donne´es permettant de calculer les composantes du vecteur d’orientation
a0 sur un e´le´ment.
III.2.3.4 La classe INTEGRATION
La classe INTEGRATION permet de de´finir et de calculer les tables de points de
Gauss pour l’inte´gration des diffe´rentes quantite´s sur un pave´ de re´fe´rence.
III.2.3.5 La classe ELEMENT
Une variable du type ELEMENT donne acce`s, par le biais de ses composantes, a`
toutes les donne´es ne´cessaires a` la construction des vecteurs forces e´le´mentaires et des
matrices raideurs tangentes e´le´mentaires, ainsi qu’aux donne´es ne´cessaires a` l’assemblage.
Le maillage du proble`me a` traiter est de´fini par un tableau contenant tous les e´le´ments
du mode`le.
De´finition du type ELEMENT






TYPE(POINTERNOEUD), POINTER, DIMENSION(:) :: LNODE
REAL(USERREAL), POINTER :: EPAISSEUR=>NULL()
TYPE(MATERIAU), POINTER :: MATE=>NULL()
TYPE(ORIENTATION), POINTER :: ORIE=>NULL()
TYPE(INTEGRATIONRULE), POINTER :: INTRULE(:,:) =>NULL()
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TYPE(POINTERENTIER), POINTER :: NDDLLIBREGLOBAL(:) =>NULL()
INTEGER, POINTER :: NDDLLIBRELOCAL(:) =>NULL()
END TYPE ELEMENT
Les diffe´rentes composantes du type ELEMENT sont a` pre´sent de´crites.
– TYPELE : chaˆıne de caracte`res pre´cisant le type d’e´le´ment fini (T3,Q4,Q8). Elle
permet de connaˆıtre le nombre de noeuds de l’e´le´ment et les fonctions de forme.
– NNODS : nombre de noeuds de l’e´le´ment.
– NDDLS : nombre de degre´s de liberte´ de l’e´le´ment.
– LNODE : tableau de pointeurs sur les noeuds de l’e´le´ment.
– EPAISSEUR : e´paisseur initiale H de l’e´le´ment fini. Ici, les e´le´ments sont suppose´s
d’e´paisseur uniforme.
– MATE : pointeur sur le mate´riau dont l’e´le´ment est constitue´.
– ORIE : variable de type ORIENTATION pour la prise en compte de l’anisotropie.
– INTRULE : cette variable pointe sur une table qui fournit la de´finition des points
d’inte´gration.
– NDDLLIBREGLOBAL : tableau d’entiers de´crivant la nume´rotation globale des
degre´s de liberte´ de l’e´le´ment (seuls les degre´s de liberte´ non bloque´s sont stocke´s).
– NDDLLIBRELOCAL : tableau d’entiers de´crivant la nume´rotation locale des degre´s
de liberte´ de l’e´le´ment.
Pour construire un e´le´ment, on utilise la me´thode publique CREATIONELEMENT de
la classe e´le´ment. Pour chaque type d’e´le´ment, une me´thode CREATION est de´finie.
Les me´thodes de cre´ation affectent les valeurs des composantes TYPEELE, NNODS et
NDDLS en fonction du type d’e´le´ment fini retenu, avant d’allouer les diffe´rents tableaux
et de pointer les composantes sur les donne´es utiles. A` la fin de ce processus de cre´ation,
il reste a` de´terminer NDDLIBRELOCAL et NDDLLIBREGLOBAL. Tous les e´le´ments
du maillage du proble`me sont cre´e´s et stocke´s dans le tableau MAILLAGE. C’est sur ce
dernier tableau qu’est applique´e la me´thode NUMEROTATION qui, en utilisant l’algo-
rithme de Gibbs [GIB76], nume´rote les degre´s de liberte´ de fac¸on a` optimiser la largeur de
bande de la matrice tangente. Seuls les degre´s de liberte´ non bloque´s sont pris en compte,
le caracte`re bloque´ ou non d’un degre´ de liberte´ e´tant de´fini au niveau de chaque noeud.
A` la fin de cette me´thode, les composantes NDDLIBRELOCAL et NDDLIBREGLOBAL
sont de´finies pour chaque e´le´ment et la largeur de bande LB de la matrice tangente est
calcule´e.
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Me´thodes associe´es au type ELEMENT
Les me´thodes permettant le calcul des vecteurs forces inte´rieure et exte´rieure e´le´mentaires,
et des matrices tangentes inte´rieure et exte´rieure e´le´mentaires peuvent maintenant eˆtre
de´crites. Ces me´thodes sont simples d’utilisation puisque les seuls arguments a` passer sont
l’e´le´ment pour lequel on veut calculer ces quantite´s et la pression p s’appliquant sur lui.
Le calcul de la force exte´rieure sur un e´le´ment s’e´crit par exemple de la fac¸on suivante :
CALL CALCULFORCEEXTELEM(elem,p,forceextelem)
et ceci quel que soit le type de l’e´le´ment elem. Le vecteur forceextelem est de´fini comme
un pointeur sur un tableau et peut donc eˆtre alloue´ a` l’inte´rieur de la routine CALCUL-
FORCEEXTELEM. Ainsi, la routine renvoie un tableau dont la taille de´pend de l’e´le´ment
sans que l’utilisateur de la routine ne connaisse a priori le type de l’e´le´ment : la routine
est polymorphe.
Les routines de calcul des matrices tangentes et des vecteurs forces font appel a`
diffe´rentes me´thodes de´finies dans les autres classes. Les vecteurs des positions initiale
et actuelle, Xe et xe, sont assemble´s en fonction du nombre de noeuds de l’e´le´ment en
passant par les me´thodes de la classe NOEUD applique´es successivement sur chacun des
noeuds de l’e´le´ment. A` chaque point d’inte´gration de´fini par la composante INTRULE
de l’e´le´ment, les fonctions de forme et leur de´rive´es sont calcule´es suivant le type de
l’e´le´ment. A l’aide de Xe, xe et des de´rive´es des fonctions de forme, les vecteurs Gi et gi
ainsi que les me´triques associe´es sont de´termine´s. Le calcul des composantes des tenseurs
S et ∂S/∂C est pris en charge par les me´thodes correspondantes de la classe MATE-
RIAU, me´thodes elles-meˆmes polymorphes puisque le calcul s’effectue diffe´remment selon
le type de mate´riau conside´re´. Ces me´thodes ne´cessitent en entre´e les me´triques initiale
et de´forme´e ainsi que l’objet de type MATERIAU sur lequel pointe la composante MATE
de l’e´le´ment. Dans le cas des mate´riaux isotropes transverses les composantes du vecteur
a0, calcule´es a` l’aide des me´thodes de la classe ORIENTATION, sont transmises aux
me´thodes de la classe MATERIAU. Toutes ces quantite´s e´tant calcule´es, on de´termine





re´sultats sont somme´s en utilisant les ponde´rations de´finies dans INTRULE.
En chaque point ou` le calcul ne´cessite des donne´es pouvant varier selon la fac¸on dont
sont de´finies les composantes d’un e´le´ment, on fait appel a` une me´thode de la classe
correspondant a` ces objets. Ainsi, quelle que soit la fac¸on dont sont de´finis ces objets,
l’implantation des me´thodes calculant les quantite´s e´le´mentaires reste la meˆme. On peut
par exemple modifier la classe MATERIAU en y ajoutant une nouvelle loi de comporte-
ment, la classe ELEMENT n’est alors pas modifie´e. Pour ajouter un nouvel e´le´ment fini
de membrane au code de calcul, il suffit d’ajouter les me´thodes permettant de calculer
ses fonctions de forme et une nouvelle me´thode CREATIONELEMENT pour allouer les
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diffe´rentes composantes de l’e´le´ment et de´finir la variable TYPEELE qui permet d’appeler
les fonctions de forme correspondantes.
III.2.3.6 Me´thodes relatives a` l’algorithme principal
Les dernie`res me´thodes que nous allons e´voquer sont celles qui permettent d’assembler
les vecteurs et matrices e´le´mentaires. Leur utilisation est tre`s simple du point de vue de
l’utilisateur, elle prend par exemple la forme suivante :
CALL KMAILLAGE(p,maillage,kt)
Ainsi, la me´thode KMAILLAGE calcule la matrice tangente KT a` partir de la pression
et des e´le´ments du maillage. Elle appelle, pour chacun des e´le´ments du maillage, le calcul
des matrices e´le´mentaires et assemble les re´sultats sous la forme d’une matrice bande en
utilisant les nume´rotations des degre´s de liberte´ de´finies pour chacun des e´le´ments (par les
composantes NDDLLIBRELOCAL et NDDLIBREGLOBAL). Des me´thodes semblables
sont de´finies pour la construction des vecteurs forces inte´rieure et exte´rieure.
Une fois les vecteurs forces inte´rieure et exte´rieure, et la matrice tangente calcule´s,
il reste a` mettre en œuvre les me´thodes de re´solution nume´rique. Comme nous venons
de le voir, les vecteurs et matrices sont de´termine´s en utilisant la classe ELEMENT et
toutes les classes auxquelles elle fait appel. Ainsi, les me´thodes de re´solution vont pouvoir
eˆtre de´veloppe´es inde´pendamment des modules programme´s en amont. Ces me´thodes de
re´solution seront expose´es dans le chapitre suivant.
III.3 Pre´sentation des e´le´ments finis de membrane
classiques et cas-tests
Dans cette partie, nous allons tout d’abord pre´senter brie`vement les e´le´ments de mem-
brane tridimensionnels classiques que nous avons utilise´s dans un premier temps, a` savoir
les e´le´ments triangulaires a` trois noeuds (T3) et les e´le´ments quadrangulaires a` quatre
(Q4) et huit noeuds (Q8). Le cas de la membrane cylindrique infinie sous pression interne
est e´tudie´ et les re´sultats nume´riques sont compare´s a` la solution analytique. Un second
cas-test est ensuite analyse´, celui du cylindre fini encastre´ a` ses deux extre´mite´s. Pour
ce proble`me, des difficulte´s nume´riques apparaissent, difficulte´s associe´es a` une mauvaise
repre´sentation de la ge´ome´trie de´forme´e dans les zones de forte courbure. Un maillage
tre`s raffine´ pour un proble`me avec une ge´ome´trie initiale tre`s simple est alors ne´cessaire
pour obtenir des re´sultats corrects. Cette constatation nous conduira a` de´velopper, dans
la partie suivante, un e´le´ment fini plus ”souple”.
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III.3.1 Description des e´le´ments finis de membrane classiques
III.3.1.1 E´le´ment T3
L’e´le´ment de membrane le plus simple et le plus souvent utilise´ dans les applications de
souﬄage est l’e´le´ment isoparame´trique a` trois noeuds T3 [CHA89, VER01b]. La position
d’un point a` l’inte´rieur de l’e´le´ment en fonction des parame`tres Θ1 et Θ2 relatifs a` un
e´le´ment de re´fe´rence est donne´e a` l’aide de trois fonctions de forme line´aires :
N1(Θ
1,Θ2) = 1−Θ1 −Θ2 (III.39)
N2(Θ
1,Θ2) = Θ1 (III.40)
N3(Θ
1,Θ2) = Θ2 (III.41)
ou` Θ1 varie entre 0 et 1, et Θ2 varie entre 0 et (1 − Θ1). La position d’un point (x, y, z)
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ou` (xi, yi, zi)i=1,2,3 sont les coordonne´es du noeud i. Cette e´quation peut se mettre sous la
forme :
x = Nxe (III.43)
ou` xe est le vecteur des coordonne´es nodales. L’e´le´ment ainsi de´fini est repre´sente´ sur
la figure III.1. Les fonctions de forme e´tant line´aires, les matrices N,α sont constantes
sur l’e´le´ment. Il en re´sulte que les vecteurs g1 et g2 de la base tangente le sont aussi. g1
correspond au coˆte´ qui joint les noeuds 1 et 2 de l’e´le´ment, et g2 correspond a` celui qui
joint les noeuds 1 et 3. On obtient donc :
g1 = x2 − x1 (III.44)
g2 = x3 − x1 (III.45)
ou` xi contient les coordonne´es du noeud i de l’e´le´ment. Ainsi, les me´triques des configu-
rations initiale et de´forme´e sont constantes sur l’e´le´ment. Le calcul des forces inte´rieure
et exte´rieure, et de la matrice tangente peut se faire en n’importe quel point de l’e´le´ment,
l’inte´gration ne ne´cessite qu’une multiplication par la surface de l’e´le´ment.









Fig. III.1 – Parame´trage de l’e´le´ment fini membrane T3.
III.3.1.2 E´le´ment Q4
Dans le but de tester la souplesse de la structure du programme et avant de tenter d’y
implanter des e´le´ments plus complexes, nous avons ajoute´ dans notre programme l’e´le´ment
isoparame´trique a` quatre noeuds. La matrice des fonctions de forme N est construite de






















ou` les parame`tres Θ1 et Θ2 varient dans l’intervalle [−1, 1]. La figure III.2 pre´sente cet
e´le´ment fini. Contrairement au T3, cet e´le´ment est gauche et la me´trique varie selon la
position du point conside´re´ sur l’e´le´ment de re´fe´rence. Une inte´gration nume´rique devient
donc ne´cessaire pour le calcul des forces et matrice tangente e´le´mentaires. Classiquement,
on utilise la me´thode d’inte´gration par points de Gauss avec un re´seau de deux points par
deux points.
III.3.1.3 E´le´ment Q8
De meˆme, l’e´le´ment Q8 a e´te´ imple´mente´ dans notre code. Nous rappelons simplement
ici les huit fonctions de forme, qui assemble´es comme pre´ce´demment, fournissent la matrice



















































L’e´le´ment est repre´sente´ sur la figure III.3. Comme pour l’e´le´ment Q4, une inte´gration
nume´rique est ne´cessaire pour le calcul des vecteurs forces et matrice tangente e´le´mentaires.
Pour les trois e´le´ments pre´sente´s pre´ce´demment, tous les de´tails d’implantation et de
validation sont fournis par exemple dans [BAT90].
III.3.2 Validation et tests de convergence
III.3.2.1 Cylindre ”infini” : validation de la programmation
Le premier cas-test e´tudie´ ici est le cylindre ”infini” sous pression interne. Une solu-
tion analytique existe pour ce proble`me. Le cylindre est suppose´ suffisamment long pour

















Fig. III.3 – Parame´trage de l’e´le´ment fini membrane Q8.
pouvoir e´tudier seulement une section de longueur L en appliquant des conditions aux
limites de type bord appuye´ sur les extre´mite´s. Les conditions aux limites du proble`me
sont repre´sente´es sur la figure III.4. Le reste de la ge´ome´trie est de´fini par l’e´paisseur




Fig. III.4 – Conditions aux limites sur le cylindre infini.
re´sultats sont pre´sente´s pour un mate´riau de type Mooney-Rivlin (II.104) de parame`tres
mate´riels C1 et C2. On note α le rapport C1/C2.
Solution analytique
Sous une pression p le rayon du cylindre augmente et devient R, son e´paisseur devient
h, et il n’y pas d’e´longation selon l’axe du cylindre. On note λ l’extension circonfe´rentielle
de´finie par R/R0.
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La position x d’un point sur la membrane de´forme´e e´crite sur une base orthonorme´e
e1, e2, e3 s’e´crit :
x = z e1 +Rcosθ e2 +Rsinθ e3 (III.55)
ou` e1 a pour direction l’axe du cylindre. z et θ constituent un parame´trage des points du
plan moyen du cylindre. On peut alors calculer la base naturelle de´forme´e :
g1 = e1 (III.56)




g1 ∧ g2 (III.58)
et ses de´rive´es :
g1,1 = 0 (III.59)
g1,2 = 0 (III.60)
g2,1 = 0 (III.61)
g2,2 = −R g3 (III.62)
La base naturelle initiale G1,G2,G3 et ses de´rive´es s’obtiennent en remplac¸ant dans les
expressions pre´ce´dentes R par R0. La masse de la membrane e´tant faible, on ne´glige les
effets d’inertie et on conside`re le proble`me quasi-statique. L’e´quation d’e´quilibre local des
membranes (II.171) se re´sume alors a` :
h divσ = −pg3 (III.63)
Compte tenu de la ge´ome´trie et des conditions aux limites, seule la contrainte σ22 est non
nulle et est inde´pendante de θ et z :
σ = σ22 g2 ⊗ g2 (III.64)
En utilisant l’e´quation (II.66), les conside´rations pre´ce´dentes sur les contraintes (III.64) et
les valeurs des bases naturelles et de leurs de´rive´es (III.59-III.62), on obtient l’expression
suivante pour la divergence de σ :
divσ = −Rσ22 g3 (III.65)





Remarque. Comme ‖g2‖ = R, en exprimant σ sur une base orthonorme´e dont les vecteurs
ont les meˆmes directions que g1, g2 et g3, on peut retrouver le re´sultat classique : σ
22 =
pR/h [ALE71a].
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On rappelle que, conforme´ment a` l’e´quation (II.63), on a :
σαβ = JSαβ = Sαβ (III.67)
ou` S = SijGi ⊗Gj et J = 1 pour un mate´riau incompressible. Dans cette e´quation, les
variables α et β prennent seulement les valeurs 1 et 2. En revanche, S33 6= σ33, le vecteur
de base g3 n’e´tant pas convectif comme on l’a vu dans le chapitre ge´ne´ral sur la mise en
e´quations des proble`mes de membranes. On calcule maintenant S22 en utilisant la loi de














et de la condition d’incompressibilite´ I3 = 1, les invariants s’e´crivent sous la forme sui-
vante :
I¯1 = I¯2 = 1 +
R2
R20
= 1 + λ2 (III.70)
























ou` C22 = R












Pour valider notre code, la solution analytique pre´ce´dente est compare´e avec la so-
lution e´le´ments finis, pour diffe´rentes valeurs du parame`tre α. La ge´ome´trie du cylindre
initial est de´crite par les valeurs R0 = 1, H = 0, 01 et le premier parame`tre de la loi
de comportement C1 est fixe´ a` 1. Le cylindre est mode´lise´ en trois dimensions par des
e´le´ments finis de type membrane. Pour cet exemple, nous avons utilise´ les e´le´ments Q4
pre´sente´s pre´ce´demment. La de´formation e´tant nulle et le rayon de courbure infini selon
la hauteur du cylindre, un seul e´le´ment est ne´cessaire dans la direction de la hauteur.
Dans la direction circonfe´rentielle, il faut suffisamment d’e´le´ments pour de´crire la section
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circulaire du cylindre. Un mode`le contenant 32 e´le´ments le long de la circonfe´rence s’ave`re
suffisant (en fait on mode´lise seulement un quart du cylindre en tirant partie des syme´tries
du proble`me et on conside`re 8 e´le´ments sur le quart de la circonfe´rence). Les de´tails du
sche´ma de re´solution adopte´ sont pre´sente´s dans le chapitre suivant.
Les courbes pre´sente´es sur la figure III.5 fournissent la pression en fonction du rayon
de la membrane pour trois valeurs du parame`tre α de´crivant le mate´riau. Les courbes
pleines repre´sentent les solutions analytiques. Les carre´s sur ces courbes de´signent les


















Fig. III.5 – Pression en fonction du rayon du cylindre pour diffe´rentes valeurs de α.
monotone avec le rayon jusqu’a` atteindre une asymptote en p = 2C1H(1+α)/R0. L’erreur
relative entre la pression calcule´e et la pression analytique, pour un rayon donne´, ne
de´passe pas 1% pour ce maillage de 8 e´le´ments, soit un angle entre les areˆtes des e´le´ments
infe´rieur a` π/32. Les e´le´ments Q8 repre´sentent mieux les surfaces gauches et des re´sultats
e´quivalents sont obtenus avec seulement 4 e´le´ments sur le quart de cercle. Cependant, le
plan tangent a` la surface n’est toujours pas continu et il faut multiplier les e´le´ments de`s
que le rayon de courbure est faible, pour avoir une bonne repre´sentation de la surface, et
donc des de´formations et contraintes. Toutefois cet exemple valide la formulation e´le´ments
finis utilise´e puisque celle-ci converge avec succe`s vers la solution analytique.
III.3.2.2 Cylindre encastre´ : mise en e´vidence des proble`mes dus aux discon-
tinuite´s des tangentes
On e´tudie ici le cas d’un cylindre encastre´ a` chacune de ses extre´mite´s. La ge´ome´trie
initiale est la meˆme que dans le cas du cylindre infini. On e´tudie ce cas pour des dimensions
initiales R0 = 1, H = 0, 01 et L = 10. On ne dispose pas dans ce cas de solution
analytique du proble`me, meˆme si ce cas a e´te´ de´ja` traite´ dans la litte´rature et est connu
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pour eˆtre fortement instable et difficile a` re´soudre [KHA92], surtout si le mate´riau est ne´o-
hooke´en (α = 0). C’est ce type de mate´riau que nous conside´rons ici. Nous comparons
ici nos re´sultats avec ceux propose´s par Verron et Marckmann [VER01a] et reproduits



































Fig. III.6 – Pression en fonction du rayon et de´forme´es de la membrane dans le cas du
cylindre encastre´. Approche axisyme´trique [VER01a].
me´ridiens y sont approche´s a` l’aide d’une fonction spline. A` gauche de la figure III.6, est
repre´sente´e la courbe donnant la pression en fonction du rayon a` mi-hauteur du cylindre
de´forme´. Dans une premie`re e´tape, la pression augmente avec ce rayon jusqu’a` atteindre
un point critique ou` la pression atteint un maximum. Puis la pression diminue alors que le
rayon continue d’augmenter. Comme nous le verrons par la suite, la branche descendante
est conside´re´e comme instable [KHA92].
Remarque. On peut se poser la question de l’inte´reˆt de calculer les positions d’e´quilibre sur
la branche instable si on ne peut pas les obtenir dans la pratique. Pour une pression interne
donne´e, on obtient deux positions d’e´quilibre : l’une sur la branche montante et l’autre sur
la branche descendante. La position d’e´quilibre sur la branche descendante correspond a`
une e´nergie de de´formation de la membrane plus grande que celle de la branche montante
et on peut donc penser que seule la premie`re position d’e´quilibre a` une existence physique.
Pourtant, dans les expe´riences re´elles de gonflage de membranes, on observe effectivement
des chemins d’e´quilibre stables pour lesquels la pression diminue alors que la de´formation
augmente ce qui correspond bien a` la branche descendante de la courbe [KYR91]. En fait,
le gonflage se fait plutoˆt par ouverture d’une vanne reliant la membrane a` un re´servoir
sous pression. A` la fermeture de la vanne, le gaz a` l’inte´rieur de la membrane a une
quantite´ d’e´nergie cine´tique nRT (n est le nombre de moles de gaz contenues dans la
membrane, R la constante des gaz et T la tempe´rature absolue), imposant, dans le cas
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d’un gaz parfait et une fois la position d’e´quilibre atteinte, une e´nergie potentielle pV ou`
V est le volume de gaz contenu par la membrane. Ce qui est re´ellement impose´ lorsqu’on
gonfle ainsi une membrane, c’est donc la quantite´ d’e´nergie pV qu’elle renferme et non
la pression. Ainsi, au-dela` du point critique, la pression diminue alors que pV continue
d’augmenter. La branche descendante de la courbe pression en fonction du rayon est donc
bien observe´e physiquement avec des positions d’e´quilibre qui sont stables. Son calcul est
donc essentiel.
A` droite de la figure III.6, une section du cylindre dans la direction de sa longueur
est repre´sente´e pour diffe´rentes positions d’e´quilibre. Seule une moitie´ de la section est
reproduite ici pour des raisons de syme´trie. Au de´but du gonflage, le cylindre gonfle
uniforme´ment. Au-dela` du point limite, une ”bulle” se forme a` mi-hauteur alors que
des boucles commencent a` se former au niveau des points d’attache. Entre la bulle et les
boucles apparaˆıt une zone ou` le rayon de courbure s’inverse et la section de´forme´e pre´sente
un point d’inflexion. En poursuivant le gonflage, la bulle grandit en se propageant dans
la direction axiale alors que les boucles sont de plus en plus prononce´es. Nous avons tente´
de reproduire ces re´sultats a` l’aide de notre code de calcul e´le´ment finis en utilisant des
e´le´ments Q4 (donc en trois dimensions). Le rayon de courbure dans la direction axiale au
niveau des boucles devenant tre`s faible dans une zone re´duite, il faut beaucoup d’e´le´ments
finis dans cette zone pour reproduire la courbure, alors qu’il suffit de tre`s peu d’e´le´ments
finis pour de´crire la ge´ome´trie de la configuration initiale. Dans ce contexte, des proble`mes
nume´riques apparaissent au niveau de la zone ou` la courbure est inverse´e. La figure III.7
pre´sente un quart de la de´forme´e du cylindre maille´ avec des e´le´ments Q4 pour trois
configurations autour de celle ou` apparaˆıt le point d’inflexion. Dans le voisinage du point
d’inflexion, un pli rentrant vers l’inte´rieur du cylindre prend naissance. Ce pli se referme
de plus en plus avec ce mode`le, conduisant a` des re´sultats n’ayant pas de signification
physique. En effet, la ge´ome´trie d’une membrane re´elle soumise uniquement a` des efforts
de pression re´partis sur sa surface ne fait e´videmment pas apparaˆıtre de point anguleux.
Pour mode´liser correctement une zone ou` le rayon de courbure est faible, il faut donc
beaucoup d’e´le´ments classiques. On arrive toutefois a` converger vers la courbe de re´fe´rence
avec une erreur infe´rieure a` 1% sur la pression, en utilisant un maillage beaucoup plus fin.
En ne maillant qu’un huitie`me du cylindre, 8 e´le´ments sur la circonfe´rence et 32 sur la
demi-hauteur sont ne´cessaires, soit 891 degre´s de liberte´. Toutefois la ge´ome´trie au niveau
des boucles est toujours mal repre´sente´e, comme on peut le voir sur la figure III.8.
A priori, pour les proble`mes de membranes en grandes de´formations, on ne connaˆıt
pas l’allure de la de´forme´e (donc pas les zones de forte courbure), c’est-a`-dire les zones
qui doivent eˆtre finement maille´es initialement. Pour e´viter de raffiner comple`tement
un maillage donne´, ce qui aboutit a` des mode`les trop riches, on utilise en ge´ne´ral des
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Fig. III.8 – Zoom sur une des boucles avec un maillage fin.
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proce´dures de maillage adaptatif comme de´crit dans la partie sur la dynamique rapide du
chapitre III. L’alternative que nous proposons ici est d’utiliser des e´le´ments finis diffe´rents,
rendant re´gulie`re (ou sans point anguleux) la mode´lisation de la ge´ome´trie ; c’est-a`-dire
des e´le´ments finis pour lesquels la direction normale au plan tangent du mode`le de mem-
brane est continue. On se propose donc de construire un e´le´ment capable de repre´senter
des ge´ome´tries plus complexes et plus gauchies que celles que peuvent repre´senter un Q4
ou un Q8. Pour cela, nous allons de´finir dans la suite un nouvel e´le´ment fini de membrane
tel que la ge´ome´trie maille´e assure la continuite´ des tangentes a` la surface et ainsi la
continuite´ du vecteur normal a` la surface.
III.4 De´veloppement d’un nouvel e´le´ment fini assu-
rant la continuite´ des vecteurs tangents
Pour mode´liser plus efficacement les surfaces gauches qui de´crivent les membranes, on
se propose de construire un e´le´ment fini plus riche assurant partout, et donc a` l’interface
entre deux e´le´ments, la continuite´ du vecteur normal.
III.4.1 Construction de l’e´le´ment
L’ide´e est ici de construire un nouvel e´le´ment, tel que la me´trique soit continue aux
noeuds dans la suite nous appellerons cet e´le´ment Q4TC ou` TC rappelle que les vecteurs
tangentes sont continues sur tout le maillage. On souhaite que la base tangente a` un
noeud soit la meˆme pour tous les e´le´ments entourant le noeud. Pour cela, on ajoute de
nouveaux degre´s de liberte´ a` chaque noeud du maillage qui correspondent aux coordonne´es
des vecteurs tangents g1 et g2. On obtiendra ainsi un e´le´ment a` 9 degre´s de liberte´ par
noeud, soit en conside´rant des e´le´ments a` quatre noeuds 36 degre´s de liberte´ par l’e´le´ment.
L’e´le´ment est parame´tre´ par Θ1 et Θ2 variant chacun entre -1 et 1, comme dans le cas
de l’e´le´ment Q4 classique. A` chaque noeud de l’e´le´ment, on de´finit un vecteur position
initiale ge´ne´ralise´e, prenant la forme suivante :
Xi =
{
Xi Yi Zi Xt1i Y t1i Zt1i Xt2i Y t2i Zt2i
}T
(III.74)
Xi, Yi et Zi correspondent aux coordonne´es du noeud i dans une base orthonorme´e globale,
Xt1i, Y t1i et Zt1i (respectivement Xt2i, Y t2i et Zt2i) correspondent aux coordonne´es du
vecteur tangent a` la membrane dans la direction de´finie par le parame´tre Θ1 (respective-
ment Θ2) au noeud i de l’e´le´ment, c’est-a`-dire les coordonne´es de ∂X/∂Θ1 (respectivement
∂X/∂Θ2).
Remarque. Les vecteurs ∂X/∂Θ1 et ∂X/∂Θ1 sont de´finis ici par rapport au parame´trage
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local de l’e´le´ment.
On de´finit de meˆme un vecteur position actuelle xi et un vecteur de´placement ge´ne´ralise´
ui tels que :
xi = Xi + ui (III.75)
On construit le vecteur des positions ge´ne´ralise´es initiales e´le´mentaires Xe:
Xe =
{
X1 X2 X3 X4
}
(III.76)
et on construit de meˆme les vecteurs des de´placements et des positions actuelles ge´ne´ralise´s
e´le´mentaires ue et xe.
III.4.1.1 Construction des fonctions de forme
Les positions et de´rive´es des positions aux noeuds par rapport au parame´trage de
l’e´le´ment e´tant impose´es, on cherche une fonction de forme de´crivant la ge´ome´trie de
l’e´le´ment (qui permettra l’inte´gration des matrices et vecteurs e´le´mentaires) telle que :
d’une part, les valeurs de cette fonction calcule´es aux noeuds correspondent aux posi-
tions des noeuds et d’autre part, les valeurs des de´rive´es de cette fonction aux noeuds
correspondent aux vecteurs tangents aux noeuds.
Pour ce faire, on commence par construire une base polynoˆmiale (P1, P2, P3, P4) du
troisie`me degre´, de´finie sur l’intervalle [−1, 1]. Les valeurs des polynoˆmes Pi et de leurs
de´rive´es P ′i aux extre´mite´s de l’intervalle sont impose´es et re´sume´es dans le tableau sui-
vant :





1 1 0 0 0
2 0 1 0 0
3 0 0 1 0
3 0 0 0 1
















(−1− s+ s2 + s3) (III.80)
Ces quatre fonctions sont repre´sente´es sur la figure III.9. Ensuite, a` partir de P1, P2, P3, P4,































Fig. III.9 – Fonctions de base pour la construction de l’e´le´ment Q4TC. En haut les po-
lynoˆmes P1 et P2, en bas les polynoˆmes P3 et P4.
on baˆtit une nouvelle base de douze fonctions des parame`tres Θ1 et Θ2 par multiplications












































Pour expliquer la me´thode de nume´rotation de ces fonctions, e´tudions le cas particulier
du noeud 1 de l’e´le´ment. En ce noeud, correspondant a` (Θ1,Θ2) = (−1,−1), seul N10
est non nul et vaut 1. Les de´rive´es respectivement par rapport a` Θ1 et Θ2 de N11 et N12
valent 1, toutes les autres de´rive´es sont nulles. La meˆme remarque est valable pour chaque
noeud de l’e´le´ment. Ainsi, les fonctions Ni0, Ni1, Ni2 serviront a` calculer les contributions
Xi du noeud i a` l’interpolation e´le´mentaire de la position X. On construit pour cela les
matrices Ni(Θ




Ni0 0 0 Ni1 0 0 Ni2 0 0
0 Ni0 0 0 Ni1 0 0 Ni2 0
0 0 Ni0 0 0 Ni1 0 0 Ni2

 (III.82)
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Pour se donner maintenant une e´criture conforme au reste de l’expose´ on construit la
matrice d’interpolation comple`te (de dimensions 3× 36) :
N =
[
N1 N2 N3 N4
]
(III.84)
Ainsi avec la matrice pre´ce´dente, l’interpolation des positions s’e´crit simplement :
X(Θ1,Θ2) = N(Θ1,Θ2)Xe (III.85)
L’interpolation e´tant choisie identique pour la description de la ge´ome´trie et des de´placements
(e´le´ment isoparame´trique), on a :
u(Θ1,Θ2) = N(Θ1,Θ2)Ue (III.86)
x(Θ1,Θ2) = N(Θ1,Θ2)xe (III.87)
Finalement, l’interpolation e´le´mentaire que nous venons de de´finir ve´rifie bien les pro-
prie´te´s suivantes :
x(−1,−1) = {x1, y1, z1}




(−1,−1) = {xt11, yt11, zt11}
T ∂x
∂Θ1




(−1,−1) = {xt21, yt21, zt21}
T ∂x
∂Θ2
(1,−1) = {xt22, yt22, zt22}
T
x(1, 1) = {x3, y3, z3}




(1, 1) = {xt13, yt13, zt13}
T ∂x
∂Θ1




(1, 1) = {xt23, yt23, zt23}
T ∂x
∂Θ2
(−1, 1) = {xt24, yt24, zt24}
T
C’est-a`-dire que les positions et les de´rive´es calcule´es en un noeud correspondent aux
positions et de´rive´es de´finies par les degre´s de liberte´ de ce noeud. De plus, comme pour
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Le calcul des contributions de chaque point d’inte´gration au vecteurs forces e´le´mentaires
ou matrices raideurs e´le´mentaires s’effectue de la meˆme manie`re que celle indique´e au
paragraphe III.1.3. La figure III.10 pre´sente quelque de´forme´es de notre e´le´ment Q4TC,
tel que l’e´le´ment est un carre´ dans la configuration initial. Sur chacune des de´forme´es on
fait varier un des degre´s de liberte´ ge´ne´ralise´s. Les fle`ches a` chaque noeud repre´sentent
les vecteurs tangents a` la surface parame´tre´e par Θ1 et Θ2 en ce noeud.
Fig. III.10 – Quelques de´forme´es d’un e´le´ment Q4TC de re´fe´rence.
III.4.1.2 Parame´trage global, parame´trage local
Dans la construction de l’interpolation e´le´mentaire, on remarque que les coordonne´es
des de´rive´es de la position au noeud conside´re´ sont de´finies par rapport au parame´trage
e´le´mentaire (ou local). Comme nous le verrons par la suite, ce type de description peut
suffire pour certains maillages re´guliers. Dans le cas de maillages plus ge´ne´raux, il faut
de´finir un parame´trage global du domaine. Les vecteurs tangents aux noeuds sont alors
de´finis comme les de´rive´s des vecteurs position par rapport aux parame`tres globaux. Ce
sont les composantes de ces derniers vecteurs qui constitueront alors les variables nodales
supple´mentaires et non les de´rive´es par rapport aux parame`tres locaux. Pour un e´le´ment,
il convient donc de pouvoir calculer, a` partir des vecteurs tangents aux noeuds relatifs
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au parame´trage global, les vecteurs tangents aux noeuds relatifs au parame´trage de cet
e´le´ment. La fonction de forme N pourra alors eˆtre utilise´e pour la construction des vec-
teurs forces et matrices tangentes e´le´mentaires selon la proce´dure de´crite pre´ce´demment,
puisque ces dernie`res quantite´s sont calcule´es relativement au parame´trage e´le´mentaire.
Il conviendra alors, avant de proce´der a` l’assemblage, de transformer ces quantite´s afin
qu’elles soient effectivement relatives au parame´trage global.
Notons ξ1 et ξ2 les parame`tres globaux de´crivant la surface que l’on va discre´tiser





Fig. III.11 – Changement de parame´trage.
repre´sente les lignes ξi = constante. On de´finit une maille de quatre noeuds sur la surface
tel que les cote´s ne correspondent pas avec les lignes de parame´rage. La maille en question
est repre´sente´e en traits gras sur la figure. Les noeuds sont nume´rote´s de 1 a` 4, et on note
ξ1n et ξ
2
n le parame´trage global correspondant au noeud n. Connaissant a` chaque noeud,
les vecteurs tangents ∂X/∂ξi, il convient de de´terminer les vecteurs tangents ∂X/∂Θi,
ou` les Θi sont les parame`tres e´le´mentaires. Ces derniers vecteurs sont repre´sente´s par les
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On appelle jacobien du changement de parame´trage la matrice des ∂ξi/∂Θj qui apparaˆıt
dans l’e´quation pre´ce´dente. Le calcul de ce jacobien ne´cessite donc la connaissance des
fonctions ξi = ξi(Θ1,Θ2), continues et de´rivables sur l’e´le´ment, fonctions qui de´crivent le
passage du parame´trage local au parame´trage global. On rappelle que seuls les vecteurs
tangents aux noeuds par rapport au parame´trage e´le´mentaire sont ne´cessaires pour calcu-
ler Xe tel que de´fini par les e´quations (III.74) et (III.76). Une fois Xe calcule´, la matrice
des fonctions de forme N de l’e´le´ment de´finie pre´ce´demment est utilisable (III.84). Dans
la pratique, le jacobien du changement de parame´trage doit eˆtre uniquement calcule´ en
chaque noeud de l’e´le´ment et les fonctions ξi(Θ1,Θ2) doivent ve´rifier :
ξ1(−1,−1) = ξ11 ξ
2(−1,−1) = ξ21
ξ1(1,−1) = ξ12 ξ
2(1,−1) = ξ22
ξ1(1, 1) = ξ13 ξ
2(1, 1) = ξ23
ξ1(−1, 1) = ξ14 ξ
2(−1, 1) = ξ24
(III.94)
pour qu’il y ait bien correspondance aux noeuds entre les deux parame´trages. En choisis-
sant de de´finir les fonctions ξi comme line´aires en Θ1 et Θ2, on obtient une approximation







N1 0 N2 0 N3 0 N4 0















ou` N1,N2, N3 et N4 sont les fonctions de forme en Θ
1 et Θ2 de l’e´le´ment Q4 classique
de´finies pre´ce´demment (III.46). En de´rivant les e´quations (III.95) par rapport aux pa-















































































ou` J1, J2, J3 et J4 sont les jacobiens du changement de parame´trage respectivement aux
noeuds 1, 2, 3 et 4. Pour chaque e´le´ment, on calcule les jacobiens du changement de
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parame´trage en chaque noeud. On ne doit effectuer cette ope´ration qu’une seule fois pour
chaque e´le´ment d’un maillage donne´ puisque le changement de parame´trage ne de´pend
pas des de´formations de la membrane. Le changement de parame´trage e´le´mentaire que
nous venons de de´crire peut eˆtre mis sous forme matricielle :
Xe = LXeg (III.98)
ou` Xeg est le vecteur des positions ge´ne´ralise´es contenant les coordonne´es des noeuds et
les coordonne´es des vecteurs tangents relatifs au parame´trage global, et Xe contient les
coordonne´es des noeuds et les coordonne´es des vecteurs tangents relatifs au parame´trage
e´le´mentaire (III.76). La matrice L de dimension 36 × 36 contient les composantes des
matrices J1, J2, J3 et J4 de dimension 2× 2 recompose´es pour se conformer a` l’ordre des
coordonne´es nodales ge´ne´ralise´es dans Xe. De meˆme :
xe = Lxeg (III.99)
et :
Ue = LUeg (III.100)












L1 0 0 0
0 L2 0 0
0 0 L3 0












ou` Xei et X
ge
i sont les vecteurs de neuf composantes contenant les coordonne´es du noeud
i et les coordonne´es des vecteurs tangents au noeuds i relatifs respectivement aux pa-
rame´trages local et global. 0 est la matrice nulle de dimension 9× 9. Les matrices Li sont




1 0 0 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0 0
0 0 0 Ji11 0 0 Ji12 0 0
0 0 0 0 Ji11 0 0 Ji12 0
0 0 0 0 0 Ji11 0 0 Ji12
0 0 0 Ji21 0 0 Ji22 0 0
0 0 0 0 Ji21 0 0 Ji22 0
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ou` les termes Jiαβ sont donne´s par (III.97). Le changement de parame´trage peut s’in-
terpre´ter finalement comme un changement de base des positions initiales et actuelles
ge´ne´ralise´es, et des de´placements ge´ne´ralise´s.
Il faut maintenant eˆtre en mesure de calculer les vecteurs forces et la matrice tangente
pour un maillage de´fini avec ce nouveau type d’e´le´ment. Les variables nodales sont de´finies
par rapport au parame´trage global, et les vecteurs et matrice doivent eˆtre construits
relativement a` ces variables. Pour calculer les forces et la matrice e´le´mentaire dans la
base relative au parame´trage e´le´mentaire, on commence par calculer les positions initiales
et de´forme´es ge´ne´ralise´es relatives au parame´trage e´le´mentaire, Xe et xe, en multipliant
les positions ge´ne´ralise´es e´le´mentaires relatives au parame´trage global, Xeg et Xeg, par la
matrice L. Par la proce´dure de´crite dans le paragraphe III.1.3, on obtient alors la matrice
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Ces dernie`res quantite´s peuvent alors eˆtre assemble´es classiquement pour obtenir les vec-
teurs forces et la matrice tangente du mode`le complet.
Remarque. Dans le cas d’un maillage re´gulier et conforme, tel que les cote´s de chacun
des e´le´ments correspondent a` des lignes ξ1 = constante et ξ2 = constante, les jacobiens
en chaque noeud sont diagonaux et la matrice L est diagonale. De plus, il est toujours
possible d’adopter un parame´trage tel que L = 1. En effet, sur le cote´ d’un e´le´ment le
parame´trage local varie de −1 a` 1. Si sur chacun des cote´s des e´le´ments, le parame´trage
global varie dans le meˆme sens que le parame´trage local en passant d’une valeur ξ a` ξ+2,
on a ∂ξ/∂Θ = 1. Le calcul de L n’est alors plus ne´cessaire.
III.4.2 Utilisation pratique de l’e´le´ment
III.4.2.1 Implantation dans le contexte objet
L’implantation dans notre contexte objet a ne´cessite´ la mise en œuvre des classes
de´rive´es de la classe noeud et de la classe e´le´ment, a` savoir les classes NOEUDTANGENT
et ELEMENTC1. L’implantation de ces classes de´rive´es en Fortran 90 est effectue´e comme
cela a` e´te´ de´crit dans la partie traitant de la traduction des concepts objet.
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Dans le type NOEUD, le nombre de degre´s de liberte´ e´tant parame´trable, l’ajout des
variables nodales supple´mentaires (Xt1g,Xt2g, ..., ut1g, ...) dans le type NOEUDTAN-
GENT ne ne´cessite pas de modifications majeures en dehors de pre´ciser que le nombre de
variables nodales passe maintenant a` 9. On doit en revanche ajouter les variables de´crivant
le parame´trage.
La classe ELEMENTC1 ne´cessite elle aussi peu de modifications : on ajoute simple-
ment une composante permettant de stocker la matrice L et la me´thode correspondant a`
son calcul. Les me´thodes de calcul de la matrice tangente et du vecteur force re´siduel ne
ne´cessitent que l’ajout des multiplications par la matrice L.
L’inte´gration sur l’e´le´ment des vecteurs forces et matrices raideurs ne´cessite bien suˆr
plus de points de Gauss que dans le cas du Q4 ou meˆme du Q8. Une inte´gration de 4× 4
points de Gauss est suffisant pour obtenir la convergence du calcul des vecteurs et matrice
e´le´mentaire calcule´es. Ce re´sultat a e´te´ obtenu en comparant les valeurs propres des ma-
trices tangentes pour diffe´rents nombres de points de Gauss et diffe´rentes configurations
d’un e´le´ment.
III.4.2.2 Parame´trage et calcul des vecteurs tangents initiaux
L’utilisation de notre e´le´ment ne´cessite la connaissance des vecteurs tangents ini-
tiaux par rapport a` un parame´trage donne´ de la membrane. Dans les cas acade´miques a`
ge´ome´trie simple, comme le cylindre ou le tore par exemple, on a directement une descrip-
tion analytique de la ge´ome´trie en fonction d’un parame´trage connu. Dans le cas de formes
initiales plus complexes, une telle description analytique n’est pas force´ment disponible
et le calcul des vecteurs tangents a` la surface initiale peut s’ave´rer difficile. Toutefois, les
logiciels actuels de CAO permettent de de´crire n’importe quelle surface, ge´ne´ralement a`
l’aide de splines ou de nurbs, et donc d’avoir acce`s a` une description parame´trique par
morceaux permettant ainsi de calculer les vecteurs tangents initiaux.
III.4.2.3 Conditions aux limites
Dans le cas des e´le´ments classiques, les conditions aux limites en de´placement sont
impose´es en bloquant les degre´s de liberte´ aux noeuds. Dans le cas du nouvel e´le´ment, il
faut examiner de plus pre`s les conditions aux limites pour de´terminer quelles composantes
des degre´s de liberte´ supple´mentaires doivent eˆtre bloque´es.
Dans le cas ou` un bord de la membrane est encastre´, e´tudions les conditions a` imposer
aux degre´s de liberte´ des noeuds pre´sents sur ce bord. Il est e´vident que les degre´s de
liberte´ correspondant a` la translation de ces noeuds doivent eˆtre bloque´s. Il en est de
meˆme pour les trois degre´s de liberte´ correspondant aux coordonne´es des tangentes aux
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noeuds initialement dans la direction du bord. Dans le cas contraire, au cours de la
de´formation, meˆme si les noeuds ne se de´placent pas le long de l’encastrement, le bord d’un
e´le´ment entre deux de ces noeuds peut se de´former et ne plus ”coller” a` l’encastrement.
Ce proble`me est illustre´ par la figure III.12. Une partie d’e´le´ment membrane le long
Fig. III.12 – Conditions aux limites mal impose´es sur un encastrement.
de l’encastrement y est repre´sente´e. Les points repre´sentent les noeuds et les fle`ches les
directions tangentes aux noeuds. La configuration initiale est pre´sente´e a` gauche et une
configuration de´forme´e obtenue avec des degre´s de liberte´ correspondant aux tangentes
dans la direction du bord non bloque´s est de´crite a` droite. La direction de la tangente
initialement perpendiculaire au bord doit par contre eˆtre libre. Dans une formulation de
membrane, interdire a` cette tangente de changer librement de direction n’aurait pas de
sens : cela induirait une raideur de flexion nume´rique artificielle.
Dans le cas du bord simplement appuye´, les de´placements des noeuds sur le bord
doivent bien suˆr eˆtre bloque´s dans les directions autres que celle du bord. Les tangentes
initialement dans la direction perpendiculaire au bord sont libres. Les tangentes initiale-
ment dans la direction du bord doivent conserver leur direction, mais contrairement au
cas de l’encastrement, leur longueur doit rester libre. Ceci est possible en bloquant les co-
ordonne´es de ces vecteurs tangents dans les deux directions orthogonales a` celles du bord
et en laissant libre la dernie`re coordonne´e. Si la longueur des vecteurs tangent est fixe´e,
alors les noeuds s’e´cartent effectivement lorsque la membrane s’e´tire le long du bord, mais
la de´formation dans la direction du bord au niveau des noeuds sera nulle (la de´formation
au noeud correspondant a` la variation du vecteur tangent en ce noeud). La figure III.13
de´crit cette situation. Les conventions de la figure pre´ce´dente III.12 sont conserve´es : une
partie d’un e´le´ment le long du bord est repre´sente´e, avec a` gauche la configuration initiale
et a` droite une configuration de´forme´e. Les lignes horizontales en pointille´s repre´sentent le
champ des de´formations dans une direction paralle`le a` l’appui. La de´formation est nulle
au niveau des noeuds mais varie le long de l’e´le´ment, permettant ainsi aux noeuds de
s’e´carter. Ainsi, un champ de de´formation constant le long du bord par exemple ne peut
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Fig. III.13 – Conditions aux limites mal impose´es pour un appui plan.
pas eˆtre obtenu avec ces mauvaises conditions au limites.
Si la membrane pre´sente initialement des plans de syme´tries, et en supposant que la
syme´trie soit conserve´e au cours du mouvement (ce qui n’est pas force´ment le cas en
pre´sence d’instabilite´s), on se contente de ne mode´liser qu’une partie de la membrane et
il convient alors d’appliquer des conditions aux limites ade´quates sur les bords de cette
partie. Ces conditions de syme´trie s’apparentent a` celles du bord appuye´ (pour les e´le´ments
classiques elles sont identiques). Sachant que la membrane comple`te mode´lise´e avec les
e´le´ments Q4TC n’a pas de point anguleux, on doit appliquer des conditions aux limites
de syme´trie permettant la reconstruction de la membrane comple`te sans point anguleux.
Ainsi le vecteur tangent normal au plan de syme´trie doit rester normal a` ce plan. La
figure III.14 montre une section de membrane ayant un plan de syme´trie, avec a` gauche la
configuration initiale et a` droite une configuration de´forme´e. La ligne pleine repre´sente la
Fig. III.14 – Conditions aux limites de syme´trie.
section de la membrane mode´lise´e, la ligne pointille´e la section syme´trique reconstruite.
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Sur la figure de droite, la direction du vecteur tangent initialement orthogonal au plan de
syme´trie n’a pas e´te´ impose´e et la section de la membrane comple`te reconstruite pre´sente
un point anguleux sur le plan de syme´trie.
III.4.3 Validation
III.4.3.1 Cylindre infini
Le nouvel e´le´ment est utilise´ pour re´soudre le proble`me du cylindre infini pre´sente´
pre´ce´demment. Un seul e´le´ment est utilise´ dans la hauteur du cylindre. Le cylindre e´tant
suppose´ infini, on applique aux extre´mite´s de la section mode´lise´e des conditions aux
limites de syme´trie par rapport a` un plan perpendiculaire a` l’axe du cylindre comme
de´taille´es plus haut. Seul un quart du cylindre est conside´re´ et de nouvelles conditions
aux limites de syme´trie sont applique´es sur les ge´ne´ratrices du cylindre. La figure III.15
pre´sente un maillage du quart de cylindre initial avec des e´le´ments finis Q4TC. Seulement
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Fig. III.15 – Maillage du cylindre a` l’aide de deux e´le´ments finis Q4TC.
deux e´le´ments sont utilise´s le long du quart de cercle. La ge´ome´trie est alors tre`s proche
de la ge´ome´trie du cylindre ide´al comme on peut le voir a` droite de la figure repre´sentant
une vue de dessus du maillage avec deux e´le´ments sur laquelle on a superpose´ un quart
de cercle. Sur cette meˆme vue, un mode`le a` un seul e´le´ment a e´te´ ajoute´. On constate
un tre`s le´ger e´cart entre le quart de cercle et le mode`le a` un e´le´ment, et on ne peut pas
distinguer le quart de cercle du mode`le a` deux e´le´ments.
La figure III.16 fournit la courbe analytique de la pression en fonction du rayon, sur
laquelle on a superpose´ les positions d’e´quilibre calcule´es avec 1 et 2 e´le´ments. Le mode`le
a` deux e´le´ments donne une erreur relative sur la pression de moins de 0,1 % par rapport a`
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2 éléments maillage non conforme
5 éléments maillage non conforme
Fig. III.16 – Comparaison analytique/nume´rique avec les e´le´ments Q4TC.
Afin de tester le cas d’un maillage non conforme (c’est a` dire tel que les cote´s des
e´le´ments ne correspondent pas avec les lignes de parame´trage) et donc l’effet du chan-
gement de parame´trage, les meˆmes calculs ont e´te´ effectue´s a` l’aide des deux maillages
pre´sente´s sur la figure III.17. Le maillage de gauche est constitue´ de deux e´le´ments, le
maillage de droite de cinq e´le´ments. Les directions tangentes au bord d’un e´le´ment ne
sont plus paralle`les aux directions tangentes de´finies aux noeuds avec un parame´trage
en θ, z classique de´crivant la surface cylindrique (les directions tangentes aux noeuds par
rapport aux parame`tres sont alors dans le plan (x,y) et verticales). Les grilles sur les
e´le´ments illustrent les lignes de parame´trage e´le´mentaire constant. La ge´ome´trie des sur-
faces de´crites par les maillages non-conformes est bien de classe Q4TC et repre´sente bien
le quart de cylindre, malgre´ le changement de parame´trage. Les re´sultats obtenus sont
reporte´s sur la figure III.16 par des cercles. L’erreur sur la pression maximale est alors
de 0,3% pour le maillage a` deux e´le´ments et de 0,15% pour le maillage a` cinq e´le´ments.
L’erreur, supe´rieure a` celle correspondant au maillage re´gulier, provient du le´ger gauchis-
sement le long de la direction de l’axe du cylindre des surfaces ainsi repre´sente´es.
Finalement, pour de´crire les de´formations du cylindre infini avec moins de 1% d’erreur,





Fig. III.17 – Maillages non conformes : a` droite, deux e´le´ments ; a` gauche cinq e´le´ments.
il suffit d’un seul e´le´ment fini Q4TC la` ou` il fallait huit e´le´ments Q4. Le gain ne parait pas
conse´quent, puisqu’en termes de degre´s de liberte´, on passe de 54 pour le Q4 a` 36 pour
l’e´le´ment Q4TC (tous les degre´s de liberte´ sont comptabilise´s ici qu’il soient bloque´es ou
non). Cependant, il faut noter que la ge´ome´trie est tre`s simple puisqu’il n’y a ni courbure
ni de´formation dans la direction de l’axe du cylindre.
Le cas du cylindre encastre´ a` ses deux extre´mite´s permettra de mieux distinguer les
avantages du nouvel e´le´ment.
III.4.3.2 Cylindre encastre´
Le proble`me du cylindre encastre´ est maintenant mode´lise´ avec les e´le´ments Q4TC.
On ne mode´lise qu’un huitie`me du cylindre en tirant comme pre´ce´demment partie des
conditions de syme´trie. L’e´tude sur le cylindre infini a bien montre´ que deux e´le´ments selon
le quart de la circonfe´rence donnait d’excellents re´sultats pour une courbure constante.
Il reste a` de´terminer le nombre d’e´le´ments a` utiliser sur la demi-hauteur. On retrouve la
courbe de re´fe´rence avec moins de 1% d’erreur en utilisant seulement huit e´le´ments sur la
demi-hauteur, soit un total de 243 degre´s de liberte´ a` comparer aux 891 degre´s de liberte´
ne´cessaires dans le cas du Q4. La figure III.18 pre´sente quelques de´forme´es du cylindre, et
la figure III.19 zoome sur la zone de forte courbure au voisinage des encastrements. Ce
mode`le rend bien compte des fortes courbures au niveau des boucles aux encastrements
avec un nombre de degre´s de liberte´ relativement faible pour un proble`me tridimensionnel.








Fig. III.19 – De´tail d’une boucle a` l’encastrement avec un maillage en e´le´ments finis
Q4TC.
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Remarque. Dans les proble`mes que nous avons traite´s ici, nous avons pris soin de prendre
en compte les syme´tries ge´ome´triques. Dans les cas ou` des instabilite´s apparaissent on a
souvent rupture des syme´tries sur la ge´ome´trie de la surface de´forme´e et pour pouvoir
en rendre compte il est ne´cessaire de mode´liser la surface initiale comple`te, comme nous
pourrons le voir dans le chapitre IV. Les mode`les utilisant des e´le´ments classiques sont
alors d’autant plus couˆteux en termes de degre´s de liberte´ et l’utilisation des e´le´ments
finis Q4TC s’ave`re alors tre`s inte´ressante. Les syme´tries ge´ome´triques peuvent aussi eˆtre
rompues si le mate´riau n’est pas isotrope. La pre´sence de fibres aligne´es dans une direction
peut briser la syme´trie de la ge´ome´trie de´forme´e et un mode`le complet est alors ne´cessaire.
Dans le chapitre IV, nous pre´senterons un cas-test de cylindre encastre´, traite´ avec les
e´le´ments finis Q4TC et un mode`le hypere´lastique isotrope transverse.
Chapitre IV
Me´thodes de re´solution et exemples
nume´riques
Dans les chapitres pre´ce´dents, nous avons tout d’abord e´tabli les e´quations re´gissant
le mouvement de membranes hypere´lastiques sous chargement de pression dans le cadre
tridimensionnel, puis nous avons de´veloppe´ un outil de calcul incluant un nouvel e´le´ment
fini assurant une continuite´ e´leve´e permettant de re´duire le nombre de degre´s de li-
berte´ ne´cessaire pour traiter efficacement ce genre de proble`mes. Le pre´sent chapitre
est consacre´ aux me´thodes de re´solution adopte´es pour re´soudre le syste`me d’e´quations
non-line´aires alge´briques obtenu par la discre´tisation e´le´ments finis. Dans une premie`re
partie, on s’inte´resse au proble`me quasi-statique (sans les termes d’inertie) dans le but
de de´terminer la courbe d’e´quilibre. Ensuite, une me´thode plus comple`te est de´veloppe´e
pour calculer les modes de bifurcation et les branches secondaires d’e´quilibre, c’est-a`-dire
les courbes d’e´quilibre correspondant aux modes de bifurcation. Finalement, le proble`me
dynamique est aborde´ au travers de la simulation du thermoformage. Pour cela, nous
utilisons un code de calculs de´die´ a` la simulation des proce´de´s de mise en forme des corps
creux plastiques, de´veloppe´ pre´ce´demment au Laboratoire. Une loi de comportement iso-
trope transverse est implante´e dans cet outil permettant ainsi de simuler le thermoformage
d’objets plastiques renforce´s par des fibres aligne´es.
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IV.1 Re´solution du proble`me quasi-statique. Appli-
cation a` l’e´tude du comportement instable des
membranes souﬄe´es
IV.1.1 Calcul de la courbe d’e´quilibre. Me´thode de longueur
d’arc
Comme nous l’avons mentionne´ a` plusieurs reprises, la re´ponse quasi-statique d’une
membrane hypere´lastique sous un chargement de pression est un proble`me fortement non-
line´aire qui admet des points singuliers (points limites et points de bifurcation). Dans cette
partie, on ne s’inte´ressera qu’aux points limites, points pour lesquels la courbe d’e´quilibre
chargement-de´placement change de pente.
Pour illustrer la pre´sence de points limites lors du souﬄage, on peut conside´rer le
gonflement d’une membrane initialement plane et circulaire. Ses bords sont fixe´s et on
recherche ses diffe´rentes positions d’e´quilibre en fonction de la pression de souﬄage qu’on
applique sur une de ses faces. Ce proble`me a e´te´ traite´ notamment par Charrier et al.
[CHA87] dans le cadre axisyme´trique. Pour cela, les auteurs utilisent la me´thode des
e´le´ments finis et adoptent un comportement ne´o-hooke´en pour le mate´riau. Ce proble`me
pre´sente une difficulte´ nume´rique puisque la courbe de pression en fonction de la de´formation
admet un maximum qui se´pare une partie stable ou` la pression augmente avec la de´formation
(repre´sente´e par exemple par la position du poˆle de la membrane de´forme´e) et une partie
instable ou` la pression diminue alors que la de´formation de la membrane continue d’aug-
menter. Dans ce cas, un algorithme de Newton-Raphson pilote´ par la pression, c’est-a`-dire
un calcul a` pression impose´e, ne permet pas d’obtenir l’ensemble de la courbe d’e´quilibre
car la matrice repre´sentative des e´quations d’e´quilibre discre´tise´es devient singulie`re a` l’ap-
proche du point limite correspondant au maximum de pression. Charrier et al. proposent
donc d’imposer le de´placement du poˆle de la membrane par incre´ment pour re´soudre
les e´quations d’e´quilibre, la pression devenant une inconnue du syste`me. Une approche
similaire a e´te´ utilise´e par Khayat et Derdouri pour re´soudre d’autres proble`mes axi-
syme´triques, comme le gonflage d’un tube [KHA94a]. Une autre solution propose´e par
Verron et al. [VER01b], consiste a` imposer un de´bit d’air qui alimente le gonflement et
a` de´duire, en utilisant une loi thermodynamique (la loi des gaz parfaits dans cet article),
la pression interne en fonction du volume contenu dans la membrane a` chaque instant,
pression qu’on applique ensuite au syste`me pour re´soudre le proble`me. Par rapport a`
l’imposition de la hauteur de la membrane comme condition aux limites, cette me´thode
pre´sente l’avantage de se rapprocher de la physique du proble`me et peut eˆtre affine´e en
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de´crivant plus pre´cise´ment le comportement du gaz.
Dans ce travail, nous utilisons la me´thode des e´le´ments finis pour re´soudre le proble`me
statique en grandes de´formations. Celle-ci est de´veloppe´e dans le cadre lagrangien total
mais prend en compte les effets des forces suiveuses de pression qui ne sont pas lagran-
giennes. Le syste`me d’e´quations annulant le re´sidu (diffe´rence entre les vecteurs forces
inte´rieure et exte´rieure) est fortement non-line´aire et conduit a` adopter un sche´ma de
re´solution du type Newton-Raphson. Il convient alors de construire la matrice raideur
tangente. Dans le cadre des membranes souﬄe´es, nous avons vu que le vecteur force
exte´rieure et la matrice tangente exte´rieure de´pendent de la pression a` l’inte´rieur de la
membrane mais aussi du champ de de´placement. Ainsi, un chargement en pression ne
permet pas de re´soudre le proble`me comple`tement. Il faut utiliser une me´thode plus com-
plexe tenant compte de cette relation entre le chargement et le champ de de´placement.
Ici, nous avons adopte´e la me´thode de longueur d’arc [CRI91].
IV.1.1.1 Description de la me´thode
Les me´thodes de type longueur d’arc, ou ”de continuation”, consistent a` suivre une
courbe s → Γ(s) repre´sentant les e´tats d’e´quilibre (le chemin d’e´quilibre) dans l’espace
des inconnues du proble`me (ou espace des configurations) [KOU99]. Ici cet espace est
constitue´ par le vecteur des de´placements nodaux U et par la pression de souﬄage p.
Principe
Dans la pratique, partant d’un point d’e´quilibre connu (Ueq, peq), on cherche un autre
point d’e´quilibre situe´ a` une distance ∆s de ce premier point d’e´quilibre. Le nouveau point
est e´videmment recherche´ dans l’espace des configurations. Le scalaire ∆s est la longueur
d’arc. Autrement dit, on cherche les intersections entre la sphe`re de centre (Ueq, peq) et de
rayon ∆s, et la courbe d’e´quilibre. La figure IV.1 sche´matise cette situation : l’espace des
configurations est repre´sente´ par deux axes, l’axe horizontal repre´sentant les k premie`res
variables de´crivant le de´placement U1,...,k et l’axe vertical repre´sentant les autres variables
de´crivant les de´placements Uk+1,...,n ainsi que la pression p. Sur cette figure, l’espace des
configurations est repre´sente´ en projection sur un plan et la sphe`re de rayon ∆s centre´e
sur la position d’e´quilibre connue devient un cercle.
Mise en e´quations
Le point (Ueq, peq) est un point connu de la courbe d’e´quilibre, c’est-a`-dire qu’il ve´rifie
les e´quations d’e´quilibre. On cherche alors les incre´ments de de´placement et de charge
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Fig. IV.1 – Intersection entre la courbe d’e´quilibre et la ”sphe`re” de centre (Ueq, peq) et
de rayon ∆s.
∆U et ∆p, solution du syste`me d’e´quations suivant :
R(U
eq +∆U, peq +∆p) = 0
A(∆U,∆p) = 0
(IV.1)
Dans ce syste`me, la premie`re e´quation correspond a` l’e´quation d’e´quilibre de la membrane
obtenue apre`s discre´tisation par e´le´ments finis, ou` R est le re´sidu du proble`me :
R(U, p) = Fint(U)− Fext(U, p), (IV.2)
et la seconde e´quation est l’e´quation de longueur d’arc imposant au nouveau point d’e´quilibre
d’appartenir a` la sphe`re de´finie plus haut. La fonction scalaire A correspondante est
donne´e par :
A(∆U,∆p) = ‖ ∆U ‖2 + ψ2‖ ∆Fext ‖
2 −∆s2 (IV.3)
ou` ∆s est la longueur d’arc impose´e, ψ est un facteur d’e´chelle et ∆Fext est l’incre´ment du
vecteur force exte´rieure re´sultant des incre´ments de de´placement et de charge conside´re´s
. ∆s est donc le parame`tre qui controˆle la re´solution et est une donne´e du proble`me. Le
facteur ψ permet de tenir compte des diffe´rences d’ordres de grandeur entre la norme du
vecteur force ge´ne´ralise´e et la norme du vecteur des de´placements nodaux. Lorsque ψ est
fixe´ a` ze´ro, on parle de me´thode de longueur d’arc ”cylindrique”. Dans le cas ou` ψ est non
nul, la me´thode est dite ”sphe´rique”. Dans la suite, on conside`re ψ = 0, ce qui simplifie les
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de´veloppements surtout dans le cas de forces suiveuses ou` Fext de´pend des de´placements
nodaux U.
Il est possible de ge´ne´raliser la de´finition de la longueur d’arc, comme le propose par
exemple Geers [GEE99], en pe´nalisant ou au contraire en dilatant l’influence de certains
degre´s de liberte´ ou certains termes du vecteur force exte´rieure, afin de tenir compte de
l’influence plus grande de certaines variables sur les positions d’e´quilibre.
Algorithme de Newton-Raphson
Pour re´soudre le syste`me d’e´quations (IV.1), l’algorithme ite´ratif de Newton-Raphson
est utilise´. Dans la suite de ce paragraphe, les phases de pre´diction et de correction sont
successivement pre´sente´es.
Pre´diction Dans l’e´tape de pre´diction, des valeurs initiales des incre´ments ∆Upred
et ∆ppred permettant de de´marrer le processus ite´ratif sont recherche´es. Pour cela, on
construit un pre´dicteur d’Euler tangent en conside´rant le de´veloppement de Taylor tronque´
au premier ordre de la fonction re´sidu R au voisinage de la solution d’e´quilibre connue :








Comme Ueq et peq repre´sentent un e´tat d’e´quilibre, on a R(Ueq, peq) = 0, et le premier




∆Upred = KT (U
eq, peq)∆Upred (IV.5)
ou` KT (U
eq, peq) est la matrice tangente calcule´e au point d’e´quilibre pre´ce´dent. De la
meˆme fac¸on, le troisie`me terme devient :
∂R(Ueq, peq)
∂p
∆ppred = −∆ppred fext(U
eq) (IV.6)
ou` fext est le vecteur des forces exte´rieures re´duit ne de´pendant que des de´placements





En supposant que les incre´ments pre´dits ve´rifient l’e´quation d’e´quilibre, c’est-a`-dire que
le nouveau point calcule´ est un point d’e´quilibre, le re´sidu du membre de gauche de
l’e´quation (IV.4) est e´gal a` ze´ro et on a :
∆Upred = ∆ppred ∆Utan (IV.8)
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ou` le vecteur des de´placements tangents ∆Utan est de´fini par :
∆Utan = KT (U
eq, peq)−1 fext (IV.9)
Pour obtenir la valeur de l’incre´ment de pression pre´dit ∆ppred, on suppose de plus que
le vecteur des incre´ments de de´placement ve´rifie la condition de longueur d’arc (seconde










ou` ε = ±1. Le signe de l’incre´ment de pression est pour le moment inde´termine´ et deux





est, d’un point de vue ge´ome´trique, l’une des deux
intersections entre la droite tangente a` la courbe d’e´quilibre en (Ueq, peq) et la sphe`re de

















Fig. IV.2 – Principe de la pre´diction
pour choisir ε [KOU99]. Il est possible par exemple de le de´terminer a` partir de la signature
de KT au niveau de la position d’e´quilibre. Cette me´thode occasionne des proble`mes
quand la courbe d’e´quilibre passe par des points de bifurcation. Nous avons choisi ici de
de´terminer ε a` partir de l’angle entre la pre´diction ∆Upred et l’incre´ment de de´placement
pre´ce´dent note´ ∆Ua. On entend par incre´ment de de´placement pre´ce´dent le de´placement
entre la position d’e´quilibre (Ueq, peq) et la position d’e´quilibre pre´ce´dente sur la courbe
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d’e´quilibre. On choisira ε tel que cet angle soit le plus petit des deux possibles, ce qui
assure que la pre´diction se fait bien dans le sens de parcours actuel de la courbe d’e´quilibre.
On e´value pour cela le produit scalaire entre ces deux vecteurs :




L’angle le plus petit est obtenu pour :
∆Ua ·∆Upred > 0 (IV.13)
ce qui est ve´rifie´ si ε est du signe du produit scalaire ∆Ua ·∆Utan.
Correction Une fois la pre´diction calcule´e, il reste a` la corriger de fac¸on ite´rative
pour converger vers la solution. On utilise l’algorithme de Newton-Raphson pour calculer
a` chaque ite´ration les corrections δU et δp a` apporter aux incre´ments ∆U et ∆p, respec-
tivement. Pour cela, on de´finit les suites d’incre´ments (∆Un)n=1,... et (∆p
n)n=1,... par les
relations suivantes :
∆Un+1 = ∆Un + δU (IV.14)
∆pn+1 = ∆pn + δU (IV.15)
ou` les premiers termes de ces deux suites sont les valeurs obtenues par la pre´diction,
∆Upred et ∆ppred. Pour alle´ger l’e´criture, on notera dans la suite les diffe´rentes fonctions
calcule´es au point (Ueq +∆Un, peq +∆pn) sous la forme :
Rn = R(Ueq +∆Un, peq +∆pn) (IV.16)
An = A(Ueq +∆Un) (IV.17)
fnext = fext(U
eq +∆Un) (IV.18)
KnT = KT (U
eq +∆Un, peq +∆pn) (IV.19)
A` nouveau, on conside`re un de´veloppement de Taylor tronque´ a` l’ordre 1 du syste`me (IV.1)
au voisinage de (Ueq +∆Un, peq + pn) :
R
n+1 = Rn +KnT δU− δp f
n
ext
An+1 = An + 2∆Un · δU
(IV.20)
En conside´rant que les termes ·n+1 des suites d’incre´ments ve´rifient toutes les e´quations
(e´quilibre et longueur d’arc), c’est-a`-direRn+1 = 0 etAn+1 = 0, le syste`me pre´ce´dent (IV.20)
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La re´solution de ce syste`me fournit alors les corrections a` apporter sur les incre´ments de
de´placement et de pression.
Dans la pratique, on construit et re´sout le syste`me pre´ce´dent a` chaque ite´ration, jusqu’a`
obtenir la nouvelle position d’e´quilibre situe´e a` la distance ∆s de la position d’e´quilibre
calcule´e a` l’incre´ment pre´ce´dent. Pour assurer la convergence, on de´finit le crite`re d’arreˆt :
‖ δU ‖2 +δp2 < ǫ (IV.22)
C’est-a`-dire que la convergence se fait sur la norme du vecteur constitue´ des corrections
sur les de´placements nodaux ge´ne´ralise´s et de la correction du facteur de charge. Ce crite`re
est discutable pour plusieurs raisons. Tout d’abord, il ne prend pas en conside´ration de
facteur rendant compte explicitement de l’e´chelle du proble`me. En effet, les corrections
de de´placement peuvent eˆtre compare´s a` une longueur caracte´ristique du proble`me. Une
erreur de l’ordre de ǫ sur la position d’un point du solide e´tudie´ n’est significative que par
rapport aux dimensions de ce solide. De meˆme, on peut envisager de distinguer les erreurs
sur l’incre´ment de charge des erreurs sur les de´placements. Ce type de conside´ration n’a
pas e´te´ e´tudie´ dans le cadre de nos travaux. Toutefois, on peut ”controˆler” la qualite´ de
la convergence des re´sultats par le choix de la valeur de ǫ. Par exemple, dans le cadre des
proble`mes que nous avons e´tudie´s, une valeur de ǫ de l’ordre de 10−6 a e´te´ utilise´e, ce qui
s’est ave´re´ largement suffisant pour traiter des proble`mes dont la plus petite dimension
caracte´ristique e´tait, pour la membrane initiale non de´forme´e, de l’ordre de l’unite´.
Pour conclure ce paragraphe, examinons le proble`me e´pineux du choix de la valeur de
la longueur d’arc. Une longueur d’arc trop petite permet certes une convergence rapide
dans la phase de correction, mais induit une avance´e tre`s lente sur la courbe d’e´quilibre. A`
l’inverse une longueur d’arc trop grande conduit a` une phase de correction tre`s couˆteuse
en temps de calcul voire a` la divergence de la me´thode. En fait, la longueur optimale de
l’arc, pour un incre´ment donne´, de´pend de la courbure du chemin d’e´quilibre au voisinage
du point d’e´quilibre de de´part. La figure IV.3 pre´sente un cas ou` la longueur d’arc est
trop importante par rapport a` la courbure du chemin d’e´quilibre recherche´. La phase
de pre´diction fournit des re´sultats trop e´loigne´s d’une quelconque position d’e´quilibre. La
phase de correction peut ne pas converger, et si toutefois elle converge, cela ne´cessitera plus
d’ite´rations qu’il en aurait fallu sur une partie moins courbe´e du chemin d’e´quilibre. Pour
reme´dier en partie a` cette difficulte´, les auteurs font classiquement e´voluer la longueur
d’arc en fonction du nombre d’ite´rations qui ont e´te´ effectue´es pour converger vers le point
d’e´quilibre pre´ce´dent en utilisant la relation ∆snouveau = ∆s
√
niteropt/niterprec. Dans
cette e´quation ∆snouveau est la longueur d’arc a` utiliser pour l’incre´ment suivant, ∆s est
la longueur d’arc de l’incre´ment pre´ce´dent, niteropt est le nombre d’ite´rations ”optimal”
choisit par l’utilisateur et niterprec est le nombre d’ite´rations qui a e´te´ ne´cessaire pour
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à l’issu de la
correction
Fig. IV.3 – Longueur d’arc trop grande par rapport a` la courbure du chemin d’e´quilibre.
parvenir a` la convergence du pas pre´ce´dent. Ainsi, si au pas pre´ce´dent la convergence a
ne´cessite´ plus d’ite´rations que le nombre d’ite´rations optimal (qui est classiquement fixe´
a` 3 ou 4, ici nous choisissons niteropt = 3), la longueur d’arc diminuera au pas suivant.
Re´solution du syste`me alge´brique
Le syste`me d’e´quations augmente´ (IV.21) e´tabli pre´ce´demment pre´sente un de´faut
majeur : il n’est pas diagonal par bande comme l’est la matrice KT . On dit que ce syste`me
est borde´ puisque la matrice KT est borde´e par une ligne et une colonne de termes non
nuls, le dernier terme de la diagonale e´tant lui e´gal a` ze´ro [RIK79]. La re´solution directe
du syste`me complet est donc a priori beaucoup plus couˆteuse que la re´solution du syste`me
obtenu sans la contrainte de longueur d’arc et de´fini par KT .
Il existe d’autres me´thodes de longueur d’arc qui e´vitent de construire ce syste`me
d’e´quations borde´s. Elles consistent a` se´parer les incre´ments inconnus en deux parties. Il
est alors possible de se ramener a` la re´solution du syste`me classique sans longueur d’arc
et a` la recherche des racines d’un polynoˆme de degre´ 2 [CRI91]. Cette me´thode pose le
proble`me du choix des racines du polynoˆme (une me´thode identique a` celle du choix de
la pre´diction peut eˆtre utilise´e) et, dans certains cas, le polynoˆme n’admet pas de racine
re´elle, ce qui oblige a` arreˆter l’algorithme et a` recommencer les calculs avec une longueur
d’arc plus petite ou d’utiliser des techniques particulie`res. Ici, nous n’avons pas implante´
de telles me´thodes et nous pre´fe´rons re´soudre le syste`me complet en le de´composant par
blocs.
On cherche a` re´soudre le syste`me d’e´quations suivant :
Sz = e (IV.23)
ou` S est une matrice de dimension (n+ 1)× (n+ 1) non singulie`re dont la structure est








ou` A est une matrice de dimension n × n, b et c des vecteurs colonnes de dimension n,
et d est un scalaire. Il faut noter que l’algorithme ne pre´sente d’inte´reˆt que si la structure
de la matrice A pre´sente certaines particularite´s qui rendent sa factorisation plus rapide.
Dans notre cas, A correspond a` la matrice raideur tangente du proble`me e´le´ments finis
et a donc une structure bande. Explicitons les vecteurs z et e, respectivement inconnu et
second membre du syste`me (IV.23), pour les rendre compatibles avec la de´composition












ou` y et g sont des scalaires, et x et f des vecteurs colonnes de dimension n. On de´finit de
plus les vecteurs colonnes de dimension n, v et w, comme e´tant les solutions des syste`mes
d’e´quations suivants :
Av = b Aw = f (IV.26)





x = w − yv (IV.28)
L’algorithme ainsi de´fini ne´cessite une factorisation LU de la matriceA et deux re´solutions
de syste`mes de dimension n apre`s factorisation. Dans le cas d’une matrice A ayant une
largeur de bande suffisamment faible, cette me´thode s’ave`re plus rapide que la re´solution
directe du syste`me complet par inversion de la matrice S. Le tableau IV.1 illustre ce
propos. Il fournit les temps de calcul pour la re´solution du syste`me borde´ en fonction de
Syste`me Largeur de bande de A
complet 499 300 200 150 100 50
Temps CPU (s) 2.03 4.55 3.35 2.25 1.42 0.6 0.06
Gain en temps 1 0.45 0.606 0.9 1.43 3.38 33.98
Tab. IV.1 – Temps de calcul de l’algorithme en fonction de la largeur de bande
la largeur de bande de la matrice A et le gain en temps de´finit comme le rapport entre le
temps pour re´soudre le syste`me complet et le temps pour re´soudre le syste`me par blocs.
Dans le cas teste´, la matrice A est conside´re´e non-syme´trique mais posse`de les meˆmes
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largeurs de bandes supe´rieure et infe´rieure, ce qui est le cas dans nos calculs e´le´ments
finis. Ces temps CPU (en seconde) ont e´te´ obtenus avec un PC Ce´le´ron 337 Mhz pour
un syste`me de dimension n=500. La colonne ”Syste`me complet” donne le temps CPU
ne´cessaire a` la re´solution directe du syste`me complet (traite´ alors comme un syste`me de
dimension 501 × 501). Les colonnes ”Largeur de bande de A” pre´sente le temps CPU
ne´cessaire a` la re´solution, avec l’algorithme pre´ce´dent et les routines IMSL correspondant
a` la factorisation et la re´solution d’une matrice bande, en fonction de la largeur de bande
de la matrice A. On note que pour une largeur de bande infe´rieure a` 150, le gain en temps
de calcul est conside´rable et ceci sans tenir compte du gain d’espace me´moire.
IV.1.1.2 Exemples nume´riques
Dans le chapitre pre´ce´dent, plusieurs exemples nume´riques ont e´te´ pre´sente´s, notam-
ment lors du de´veloppement du nouvel e´le´ment fini. Ces exemples ont e´te´ e´tudie´s en
utilisant le sche´ma de re´solution pre´sente´ dans le paragraphe pre´ce´dent et valident donc
notre approche. Ici, nous allons seulement nous inte´resser au cas du cylindre encastre´
isotrope transverse.
Membrane cylindrique isotrope transverse
Conside´rons a` nouveau le proble`me du cylindre encastre´ a` ses deux extre´mite´s. On
suppose a` pre´sent que le mate´riau est hypere´lastique, isotrope transverse et incompres-
sible.
Dans un premier temps, nous devons choisir la forme de la fonction e´nergie de de´formation
W . Dans notre e´tude sur les lois de comportement hypere´lastiques, il a e´te´ e´tabli que W
doit eˆtre e´crite comme une fonction des invariants I1, I2, I4 et I5 dans le cas d’un mate´riau
isotrope transverse. Ici, on conside`re une fonction e´nergie de de´formation qui de´pend des
seuls invariants I1 et I4 :
W = C1(I1 − 3) + Cf (I4 − 1)
2 (IV.29)
Cette loi de comportement est une ge´ne´ralisation isotrope transverse du mode`le classique
ne´o-hooke´en isotrope. C1 est donc la constante correspondant a` l’e´nergie de de´formation
du mate´riau ne´o-hooke´en et Cf est une constante de´crivant la re´sistance supple´mentaire
dans la direction des fibres. Cette forme a e´te´ choisie pour sa simplicite´, elle assure bien
e´videmment que l’e´nergie de de´formation est nulle pour une configuration non de´forme´e
(I1 = 3 et I4 = 1). Le terme en I4 est choisi quadratique afin d’assurer un e´tat de
contrainte nulle pour une de´formation nulle. En effet, en notant Sf la partie du tenseur
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Ainsi, le terme ∂W/∂I4 doit eˆtre e´gal a` ze´ro pour une de´formation nulle afin d’assurer
l’e´tat de contrainte nulle, ce qui n’est pas le cas si on conside`re un terme line´aire en I4. Il
convient de noter que Kyriacou et al. ont utilise´ un terme line´aire en I4 dans leur travaux
sur le souﬄage [KYR96], ce qui a` nos yeux est une erreur. Pour les calculs, les valeurs
suivantes des constantes mate´rielles sont adopte´es : C1 = 1 et Cf = 0, 1.
Le cylindre initial est suppose´ de longueur L = 5, de rayon uniforme R = 1 et
d’e´paisseur uniforme 0, 01. Le facteur de forme repre´sentatif de la ge´ome´trie de la mem-
brane est donc ici L/R = 5. On note θ le parame`tre qui de´crit l’orientation initiale des
fibres dans la membrane. En chaque point du cylindre, θ repre´sente l’angle entre la direc-
tion circonfe´rentielle et la direction des fibres. Ainsi, pour θ = 0 les fibres se re´partissent
selon les sections circulaires du cylindre, et pour θ = π/2, les fibres sont dispose´es dans la
direction axiale du cylindre. La pre´sente e´tude est effectue´e pour θ variant entre 0 et π/2
uniquement. En effet, pour un angle d’orientation initiale −θ, la de´forme´e a` une pression
donne´e est l’image, par une re´flexion du plan coupant le cylindre a` mi-hauteur, de la
de´forme´e obtenue pour la meˆme pression avec l’angle d’orientation initiale θ. Les calculs
sont effectue´s en utilisant notre e´le´ment Q4TC avec un maillage comportant 8 e´le´ments
dans la direction circonfe´rentielle et 12 e´le´ments selon la hauteur. Le cylindre est mode´lise´
comple`tement car on ne peut pas tirer parti a priori des syme´tries du proble`me. En effet,
lors du gonflement, la membrane qui est initialement axisyme´trique ne le reste pas, a` cause
des fibres qui vont rompre la syme´trie. Les cinq valeurs suivantes de θ sont e´tudie´es : 0,
π/8, π/4, 3π/8 et π/2.
Suivant l’orientation initiale des fibres, les re´ponses du cylindre sont diffe´rentes. Pour
θ = 0 et θ = π/2, le proble`me conserve son caracte`re axisyme´trique et les de´forme´es
du cylindre pre´sentent la meˆme allure que celles obtenues pour le proble`me isotrope.
Pour d’autres valeurs de θ, le cylindre a` tendance a` se vriller comme on peut le voir
sur la figure IV.4. Cette figure pre´sente les re´sultats pour θ = π/4. Les sections cir-
Fig. IV.4 – De´forme´es d’une membrane cylindrique contenant des fibres avec θ = π/4.
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Fig. IV.5 – Courbes d’e´quilibre pour diffe´rentes valeurs de θ (a` gauche). E´longation axiale
en fonction de l’e´longation circonfe´rentielle pour diffe´rentes valeurs de θ (a` droite).
culaires restent circulaires, mais tournent autour de l’axe du cylindre au cours de la
de´formation. Le mate´riau e´tant plus rigide dans la direction des fibres, la membrane s’e´tire
pre´fe´rentiellement dans la direction perpendiculaire aux fibres. La figure IV.5 pre´sente
quelques re´sultats significatifs concernant les courbes d’e´quilibre. Les courbes de gauche
montrent l’e´volution de la pression en fonction du rayon maximum de la membrane (rayon
a` mi-hauteur du cylindre de´forme´) pour les diffe´rentes valeurs de θ e´tudie´es. Plus θ est
petit, plus les fibres sont initialement oriente´es suivant une direction proche de la direc-
tion circonfe´rentielle, et plus celles-ci sont sollicite´es par l’accroissement du rayon. Ainsi,
le gonflement radial a` une pression donne´e est d’autant plus faible que θ est petit. Les
courbes pre´sente´es a` droite de la figure IV.5 de´crivent le de´placement suivant l’axe du
cylindre (vertical) d’un point de la membrane situe´ au 3/4 de sa hauteur (un point situe´
a` mi-hauteur ne se de´place pas dans cette direction pour des raisons de syme´trie) en
fonction du rayon maximum de la membrane. Ces courbes repre´sentent grossie`rement
l’e´longation dans la direction axiale du cylindre en fonction de l’e´longation suivant sa
circonfe´rence. Plus θ diminue, plus le de´placement vertical est important pour un rayon
maximum donne´, c’est-a`-dire plus l’extension est importante dans la direction axiale.
IV.1.2 E´tude des instabilite´s en souﬄage libre. De´termination
des courbes d’e´quilibre secondaires
Comme nous l’avons de´ja` vu pre´ce´demment, les courbes d’e´quilibre des membranes
sous pression interne pre´sentent des points singuliers ou` le comportement change brutale-
ment. Dans la partie pre´ce´dente, nous avons e´tudie´ les points limites pour lesquels la pente
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de la courbe de charge change de signe et qui correspondent a` des minima ou maxima
locaux de pression. Il existe un second type de points singuliers : les points de bifurcation.
Ce sont des points d’e´quilibre par lesquels passent plusieurs chemins d’e´quilibre. On dit
que la courbe d’e´quilibre admet plusieurs branches aux points de bifurcation. Dans la
suite, on appellera courbe d’e´quilibre primaire la courbe d’e´quilibre obtenue en utilisant
simplement la me´thode de longueur d’arc de´crite pre´ce´demment et courbes d’e´quilibre
secondaires les branches e´manant de la courbe primaire aux points de bifurcation. La fi-
gure IV.6 pre´sente les deux types de points singuliers : le premier point singulier rencontre´
sur la courbe est un point limite, le second, ou` deux branches d’e´quilibre se croisent, est





Fig. IV.6 – Points singuliers sur une courbe d’e´quilibre.
pre´sence de points de bifurcation sur la courbe d’e´quilibre primaire. L’e´tude plus comple`te
a` mener consiste donc a` de´tecter le passage de points singuliers sur la courbe d’e´quilibre,
a` de´terminer pre´cise´ment leurs positions et leurs natures (points limites ou points de bi-
furcation) et, pour les points de bifurcation, a` passer sur une branche secondaire pour
de´terminer les nouvelles positions d’e´quilibre existantes.
Pour une revue des diffe´rents travaux concernant l’e´tude de stabilite´ et de bifurcation
des membranes souﬄe´es, le lecteur peut se re´fe´rer au chapitre de rappels bibliographiques.
IV.1.2.1 Description de la me´thode
Dans la description de la me´thode de longueur d’arc, nous avons montre´ que la re-
cherche d’un nouveau point d’e´quilibre partant d’un point d’e´quilibre connu ne´cessite la
line´arisation des e´quations. Cette line´arisation permet de calculer une pre´diction du nou-
vel e´tat d’e´quilibre (IV.4-IV.13). Cependant, ce calcul ne´cessite l’inversion de la matrice
raideur tangente KT , et celle-ci est e´videmment non-inversible aux points singuliers. Nous
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allons voir dans ce paragraphe comment surmonter cette difficulte´ pour e´tudier dans le
de´tail les points singuliers et plus particulie`rement les points de bifurcation.
Remarque. La stabilite´ d’un point d’e´quilibre peut eˆtre de´termine´e en utilisant comme
crite`re le de´terminant de KT . Si celui-ci est positif, la position d’e´quilibre est stable, s’il
est ne´gatif, elle est instable.
De´tection d’un point singulier
La premie`re e´tape de l’e´tude des points de bifurcation consiste a` de´tecter les points
singuliers sur la courbe d’e´quilibre. La me´thode de longueur d’arc applique´e a` notre code
e´le´ments finis nous permet de suivre une courbe d’e´quilibre. Si une position d’e´quilibre
correspond a` un point singulier, alors la matrice raideur tangente devient singulie`re, c’est-
a`-dire quelle posse`de au moins une valeur propre nulle. Ainsi, si la courbe d’e´quilibre passe
par un point singulier, le nombre de valeurs propres ne´gatives de la matrice tangente
change entre un point place´ en amont et un point place´ en aval de ce point singulier.
Nous adopterons donc comme crite`re de de´tection des points singuliers le changement
du nombre de valeurs propres ne´gatives de KT . Alors, a` chaque point d’e´quilibre calcule´
par la me´thode de longueur d’arc, le nombre de valeurs propres ne´gatives de la matrice
tangente est de´termine´, et tant qu’il ne change la courbe d’e´quilibre ne franchit pas de
point singulier et le calcul peut se poursuivre normalement. En revanche, si ce nombre
change entre deux points d’e´quilibre, la courbe d’e´quilibre a franchi un point singulier. Ce
crite`re de de´tection est inspire´ de celui propose´ par Sokol et Witkowski [SOK97]. Dans la
pratique, l’obtention de toutes les valeurs propres de la matrice raideur est tre`s couˆteuse
en temps de calcul. Comme a` ce stade du proble`me seul le nombre de valeurs propres
ne´gatives nous inte´resse, l’e´tude du signe de ces valeurs propres est avantageusement
remplace´e par l’analyse du signe des pivots obtenus par factorisation de la matrice raideur
(algorithme de Gauss). En effet, le nombre de valeurs propres ne´gatives de KT est e´gal
au nombre de ses pivots ne´gatifs.
Remarque. Le crite`re le plus naturel pour de´tecter la pre´sence d’un point singulier est
en fait le changement de signe du de´terminant de KT . Cependant, la matrice raideur
devenant singulie`re au voisinage d’un tel point, le calcul nume´rique de son de´terminant
pose de grandes difficulte´s [SEY94]. C’est pourquoi un crite`re sur les valeurs propres doit
eˆtre adopte´.
Isolation du point singulier de´tecte´
Une fois le point singulier de´tecte´, il convient de s’en rapprocher le plus possible
afin de poursuivre l’analyse, c’est-a`-dire qu’il faut eˆtre capable de calculer une position
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d’e´quilibre la plus proche possible du point singulier. Il existe des me´thodes permettant de
calculer directement les points singuliers, me´thodes de´crites notamment par Wriggers et
Simo [WRI90] et Rheinbolt [RHE81]. Elles consistent a` ”grossir” le syste`me d’e´quations
alge´briques (IV.1) avec le crite`re de de´tection adopte´. Elles ne´cessitent alors le calcul
analytique ou nume´rique de la de´rive´e de la matrice raideur par rapport au vecteur
de´placement et au chargement. Dans la pre´sente e´tude, nous nous contenterons d’une
me´thode moins ambitieuse consistant seulement a` une isolation du point singulier par
dichotomie sur la longueur d’arc, approche similaire a` celles de´veloppe´es par Bergan et
al. [BER78], ou encore Wagner et Wriggers [WAG88].
A` ce stade de l’e´tude, deux positions d’e´quilibre, indexe´es n et n + 1, encadrant un
point singulier ont e´te´ calcule´es. On note ∆s la longueur d’arc les se´parant. Entre ces
deux positions d’e´quilibre, on suppose que le nombre de valeurs propres ne´gatives passe
de nvp a` nvp + k. Ces valeurs propres sont alors classe´es par ordre croissant et ainsi, les
k valeurs propres nume´rote´es de nvp + 1 a` nvp + k ont change´ de signe. On recherche
alors le point d’e´quilibre correspondant a` l’annulation d’une de ces k valeurs propres, par
exemple la valeur propre nume´rote´e i qu’on note vi. Pour ce faire, on calcule vi au point
d’e´quilibre indexe´ n, vi(n), et au point d’e´quilibre connu suivant n+1, vi(n+1). On peut





Une nouvelle position d’e´quilibre situe´e a` la distance ∆s′ de la position d’e´quilibre n
peut alors eˆtre obtenue en utilisant l’algorithme de longueur d’arc habituel. En fait, vi
est conside´re´e comme une fonction line´aire de la longueur d’arc sur l’intervalle [0,∆s]. La
nouvelle position d’e´quilibre e´tant de´termine´e, vi peut eˆtre calcule´e en ce point. Suivant
le signe de vi, on sait a` pre´sent si ce nouveau point d’e´quilibre est situe´ en amont ou en
aval du point singulier. Ainsi, une des positions d’e´quilibre n ou n+1 peut eˆtre remplace´e
par le nouvel e´quilibre pour continuer le processus ite´ratif. Cette proce´dure est applique´e
jusqu’a` ce que |vi| < ǫ ou` ǫ est l’erreur autorise´e sur la de´termination de la valeur propre
nulle. Cet algorithme, certes tre`s simple, permet toutefois d’obtenir dans les cas e´tudie´s ici
une bonne approximation de la position d’un point singulier en une dizaine d’ite´rations.
De´termination du type de point singulier
La position d’e´quilibre correspondant a` un point singulier est maintenant connue. On
note Zi le vecteur propre correspondant a` la valeur propre nulle vi. On a alors :
KT Zi = 0 (IV.32)
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Rappelons a` pre´sent la premie`re e´quation du syste`me (IV.1). Celle-ci peut se mettre sous la
forme line´arise´e utilise´e pour la phase de pre´diction de l’algorithme de Newton-Raphson :
KT (U
eq, peq)∆U−∆p fext(U
eq) = 0 (IV.33)
En multipliant cette e´quation e´crite au point singulier par le vecteur propre Zi et en
utilisant (IV.32), il vient :
∆p fext(U
eq) · Zi = 0 (IV.34)
Pour assurer cette e´galite´, deux cas sont envisageables.
– Soit fext(U
e) · Zi 6= 0 et ∆p = 0. Le point singulier est alors un point limite,
correspondant a` un extremum de la pression de gonflage.
– Soit fext(U
e) · Zi = 0. Le point singulier est alors un point de bifurcation.
Si le point singulier s’ave`re eˆtre un point limite, la proce´dure de longueur d’arc est suf-
fisante pour continuer le calcul des points d’e´quilibre. Si le point singulier est un point
de bifurcation, la poursuite de la proce´dure de longueur d’arc avec le pre´dicteur d’Euler
tangent pre´sente´ pre´ce´demment permettra de calculer les autres points d’e´quilibre de la
courbe primaire . Pour que cette meˆme proce´dure permette d’exhiber une branche secon-
daire, la me´thode de pre´diction doit eˆtre modifie´e pour que le prochain point d’e´quilibre
calcule´ appartienne a` cette branche secondaire. Il suffit en fait d’obtenir un et un seul
point d’e´quilibre sur la nouvelle branche, puisque l’utilisation de la me´thode de longueur
d’arc classique permettra par la suite de progresser sur cette branche secondaire [SEY94].
Bifurcation sur une courbe d’e´quilibre secondaire
Pour converger sur une branche secondaire apre`s de´tection et isolation d’un point sin-
gulier, la nouvelle pre´diction doit s’effectuer sur le mode voulu, c’est-a`-dire que l’incre´ment
de de´placement pre´dit n’est plus donne´ par l’e´quation (IV.8) mais par :
∆Upred = αZi (IV.35)
ou` α est choisi tel que la norme de ce vecteur pre´dit soit e´gale a` la longueur d’arc.
La figure IV.7 re´sume l’algorithme de bifurcation qui vient d’eˆtre de´crit.
IV.1.2.2 Exemples nume´riques
Dans les paragraphes qui suivent, les me´thodes qui viennent d’eˆtre pre´sente´es vont eˆtre
applique´es a` l’e´tude des points de bifurcation et des branches secondaires apparaissant
lors du souﬄage d’une membrane cylindrique puis d’une membrane torique de section
circulaire.
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Fig. IV.7 – Algorithme ge´ne´ral pour l’e´tude des bifurcations
Bifurcation d’une membrane cylindrique
On reprend ici l’exemple de la membrane cylindrique gonfle´e sous pression interne, en-
castre´e a` ses deux extre´mite´s. La loi de comportement de type ne´o-hooke´en est conside´re´e,
le parame`tre mate´riel Q4TC e´tant fixe´ a` 1 (et bien suˆr α = 0). La membrane est de forme
circulaire et sa ge´ome´trie peut eˆtre de´crite par le rapport de sa longueur sur son rayon non
de´forme´s L/R. D’un point de vue pratique, le rayon est uniforme et fixe´ a` 1, la longueur
de la membrane est de´termine´e par la donne´e du parame`tre adimensionnel pre´ce´dent. De
plus, l’e´paisseur dans la configuration non de´forme´e est suppose´e uniforme et e´gale a` 0, 01.
Nous utilisons les e´le´ments finis Q4TC et les me´thodes de´veloppe´es plus haut.
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Mode de bifurcation axisyme´trique Examinons tout d’abord le proble`me en
tenant compte de la syme´trie axiale. Pour cela, la membrane dont la courbe d’e´quilibre
primaire a e´te´ e´tablie dans le chapitre pre´ce´dent, est a` nouveau conside´re´e. Le parame`tre
adimensionnel L/R est donc e´gal a` 10. Dans ce cadre axisyme´trique, certains auteurs
ont montre´ l’existence d’une branche secondaire lors de la chute de pression, c’est-a`-dire
lorsque la pression diminue alors que le rayon me´dian (et donc le volume dans notre cas) de
la membrane continue d’augmenter [SHI96]. Il convient de noter que les calculs effectue´s
en supposant que la membrane demeure axisyme´trique ne peuvent faire apparaˆıtre que des
modes de bifurcation axisyme´triques. Pour tester l’efficacite´ de l’algorithme pre´sente´, nous
avons tente´ d’obtenir les modes de bifurcation axisyme´triques de notre membrane. Pour
cela, le cylindre est mode´lise´ en trois dimensions en tirant toutefois partie du caracte`re
axisyme´trique du proble`me, c’est-a`-dire en ne discre´tisant qu’un quart du cylindre et en
appliquant les conditions aux limites de syme´trie approprie´es sur les de´placements et les
directions des bases naturelles tangentes.




















Fig. IV.8 – Diagramme d’e´quilibre axisyme´trique du cylindre L/R = 10.
figure, la pression est trace´e en fonction du rayon calcule´ a` la demi-hauteur du cylindre
(plan z = 0). La courbe d’e´quilibre primaire est repre´sente´e par une ligne continue et
la courbe d’e´quilibre secondaire par une ligne pointille´e. Un seul mode de bifurcation
axisyme´trique apparaˆıt alors sur la branche descendante de la courbe d’e´quilibre (branche
instable). La ge´ome´trie de´forme´e correspondant a` la branche d’e´quilibre primaire conserve
la syme´trie par rapport au plan coupant le cylindre a` mi-hauteur (plan z=0) (voir chapitre
pre´ce´dent). Sur la branche secondaire e´manant du point de bifurcation, cette syme´trie est
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rompue et le cylindre se met a` gonfler pre´fe´rentiellement au-dessus ou au-dessous du plan
moyen selon la direction choisie sur cette branche secondaire. La figure IV.9 pre´sente trois
de´forme´es successives du cylindre sur la branche secondaire axisyme´trique, mettant ainsi
en e´vidence la perte de syme´trie par rapport au plan me´dian z = 0.
X Y
Z
Fig. IV.9 – Mode axisyme´trique du cylindre L/R = 10.
Modes de bifurcation asyme´triques Ainsi, le mode de bifurcation axisyme´trique
a e´te´ de´tecte´ et explore´ (il est unique). Il semble toutefois qu’il existe d’autres modes
de bifurcation qui rompent le caracte`re axisyme´trique du proble`me. En effet, certains
essais expe´rimentaux semblent mettre en e´vidence des modes de bifurcation asyme´triques,
comme nous le verrons dans le chapitre suivant concernant l’approche expe´rimentale. Dans
la suite, nous conside´rons un cylindre pour lequel le rapport L/R est fixe´ a` 6. En effet,
l’e´tude de bifurcation du cylindre de´fini par L/R = 10 s’est ave´re´e difficile a` mener a` bien
car l’obtention des configurations post-bifurcatoires ne´cessitent un maillage fin, couˆteux en
temps de calcul. La valeur L/R = 6 a donc e´te´ choisie pour re´duire le nombre d’e´le´ments
ne´cessaires a` une bonne description de la ge´ome´trie, mais aussi car elle correspond a`
la ge´ome´trie des essais expe´rimentaux que nous avons de´veloppe´s (voir chapitre V). Ici,
Le cylindre est entie`rement maille´, ce qui est ne´cessaire pour faire apparaˆıtre les modes
asyme´triques.
Dans ce cas, un point de bifurcation est de´tecte´ apre`s la chute de pression. Il s’agit d’un
mode de bifurcation double : deux valeurs propres de la matrice raideur tangente s’an-
nulent en ce point, ce qui engendre des difficulte´s de convergence nume´rique. Les modes
calcule´s nume´riquement pour chacune des valeurs propres associe´es au point de bifurcation
semblent eˆtre des combinaisons line´aires de deux modes qu’on peut qualifier de ”purs”.
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Fig. IV.10 – Sche´matisation des modes asyme´triques ”purs”.
du cylindre correspondant au plan situe´ a` mi-hauteur, c’est-a`-dire pour la cote z = 0.
Les fle`ches repre´sentent les directions des de´placements associe´s aux modes. Ces deux
modes sont identiques au quart de tour pre`s et proviennent des syme´tries du proble`me.
La ”branche secondaire” associe´e a` ces modes n’a plus la dimension d’une courbe dans l’es-
pace des inconnues du proble`me, mais plutoˆt celle d’une surface. La phase de pre´diction-
correction permettant de calculer un nouveau point d’e´quilibre sur la branche secondaire
permet en fait de de´terminer un point de cette surface. Apre`s isolation du point singulier,
les incre´ments qui suivent convergent tre`s difficilement : la matrice du syste`me devient mal
conditionne´e puisque le proble`me admet plusieurs solutions possibles. La longueur d’arc
diminue de manie`re importante. Cependant, les re´sultats convergent vers des solutions qui
semblent a` chaque fois eˆtre des combinaisons line´aires des deux modes purs pre´ce´dents
alors que le chargement en pression ne varie quasiment plus. En conse´quence, l’explora-
tion des branches secondaires s’ave`re impossible. Pour re´soudre ou plutoˆt contourner cette
difficulte´ et parvenir a` faire e´voluer le calcul correctement, le mode initialement double
est pre´alablement transforme´ en mode simple. Comme mentionne´ plus haut, l’apparition
de modes de bifurcation doubles provient des syme´tries du proble`me et pour re´duire ces
modes doubles en modes simples, il convient de rompre cette syme´trie. La solution que
nous avons adopte´e ici consiste a` briser cette syme´trie en ajoutant une condition aux li-
mites bien choisie au proble`me initial. Pour cela, on ”baillonne” la contribution du mode
repre´sente´ a` droite sur la figure IV.10 en bloquant le de´placement suivant l’axe y du noeud
note´ I sur la figure. Le mode double devient alors simple, la singularite´ de la matrice au
niveau du point de bifurcation est d’ordre 1 et la convergence du calcul devient plus aise´e.
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Le proble`me du mode double ainsi re´solu, nous allons e´tudier plus en de´tails les
diffe´rentes branches des courbes d’e´quilibre. La figure IV.11 reproduit les courbes d’e´quilibre










































Fig. IV.11 – Courbe d’e´quilibre du cylindre L/R = 6.
La figure IV.11 montre deux graphiques pre´sentant respectivement la pression en fonction
de la position du noeuds I tel que de´fini sur le sche´ma IV.10. La courbe de gauche fournit
la pression en fonction du rayon, le rayon e´tant ici la distance entre l’axe de re´volution et
le point I, la courbe de droite donne cette meˆme pression en fonction de la hauteur du
point I de´finie ici comme la distance entre ce point et le plan de´finissant la mi-hauteur du
cylindre (z = 0). Nous allons commenter et de´crire ces courbes en partant de la position
initiale ou` la pression est nulle, le rayon vaut 1 et la hauteur 0.
– Tout d’abord, la pression augmente avec le rayon sur une premie`re partie de la
courbe jusqu’a` atteindre une pression limite de 0,017 (point 1 sur les courbes). Sur
cette premie`re partie de courbe, la hauteur du point I reste constante : la de´forme´ee
est syme´trique par rapport au plan z = 0. Puis la pression diminue alors que le
rayon continue d’augmenter. La de´forme´e indexe´e A sur la figure IV.12 correspond
a` cette situation syme´trique. Cette premie`re partie de courbe repre´sente la branche
d’e´quilibre primaire qui va se prolonger dans le plan en conservant la syme´trie. Cette
branche est repre´sente´e sur la courbe de hauteur par la droite verticaleHauteur = 0.
– On atteint alors le point de bifurcation 2 sur la figure IV.11 : une branche secondaire
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Fig. IV.12 – De´forme´es du cylindre L/R = 6.
116 Chapitre IV. Me´thodes de re´solution et exemples nume´riques
vient intersecter la branche primaire en ce point. Sur cette branche secondaire, la
syme´trie autour de l’axe de re´volution est rompue comme on le constate sur la
de´forme´e B de la figure IV.12. Selon le sens de parcours de cette branche, le noeud
I se rapproche ou s’e´loigne de l’axe de syme´trie, sachant que le noeud II e´volue dans
le sens contraire. Tant que l’on reste sur cette branche, la syme´trie par rapport au
plan z = 0 est conserve´e et la hauteur des noeuds I et II reste nulle. En continuant a`
parcourir cette branche, le noeud qui s’e´tait rapproche´ de l’axe (I ou II selon le sens
de parcours) finit par s’en e´loigner alors que le noeud diame´tralement oppose´ s’en
rapproche jusqu’a` ce que la syme´trie soit retrouve´e. La courbe d’e´quilibre recoupe
alors la branche triviale au point 4.
– Reprenons a` pre´sent le parcours sur la branche triviale la` ou` nous l’avions laisse´
pre´ce´demment (au point 2). On rencontre alors le point de bifurcation 3 qui cor-
respond a` l’apparition d’une nouvelle branche secondaire. Cette branche secondaire
se distingue d’abord peu de la branche triviale sur la courbe de gauche de la fi-
gure IV.11, mais s’en e´carte clairement sur la courbe de droite. Selon le sens de
parcours de la branche secondaire, le point I monte ou descend et la syme´trie par
rapport au plan z = 0 est maintenant rompue, comme le montre la de´forme´e C de
la figure IV.12. En revanche, ce mode reste axisyme´trique et aurait e´te´ de´tecte´ dans
une analyse axisyme´trique du proble`me.
– Finalement, le parcours de la premie`re branche secondaire (celle qui e´mane du point
2) fait apparaˆıtre en 5 et 6 une nouvelle branche secondaire dont la de´forme´e D est
reproduite sur la figure IV.12. Le mode correspondant pre´sente une sorte de couplage
entre les premie`re et deuxie`me branches secondaires : les syme´tries par rapport a`
l’axe de rotation et par rapport au plan z = 0 sont toutes les deux rompues. De
plus, le parcours de cette branche met en e´vidence, selon le sens de parcours, les
deux boucles partant de 5 et 6 sur la courbe de droite de la figure IV.11, boucles
qui viennent rencontrer la branche partant du point limite 3.
Bifurcation d’une membrane torique de section circulaire
Le deuxie`me exemple e´tudie´ ici concerne une membrane torique gonfle´e sous pression
interne. Le tore initial est de section circulaire et sa ge´ome´trie est de´finie par la donne´e de
ses deux rayons R1 et R2. R1 est le rayon de la section du tore et R2 repre´sente le rayon du
cercle ge´ne´rateur du tore. La figure IV.13 pre´sente ces notations. Comme pre´ce´demment,
la membrane est suppose´e d’e´paisseur uniforme h = 0, 01 et le mate´riau est ne´o-hooke´en
avec C1 = 1. Dans toute la suite, les calculs sont effectue´s avec les valeurs nume´riques
suivantes R1 = 10 et R2 = 40. Le tore est discre´tise´ par les e´le´ments Q4TC, le maillage
est constitue´ de 5 e´le´ments selon le pe´rime`tre du cercle de rayon R1 et 12 e´le´ments dans la
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Fig. IV.13 – De´finition du tore de section circulaire. Vue de dessus.
direction du cercle de rayon R2. Ce maillage est ne´cessaire pour obtenir une convergence
satisfaisante des re´sultats.
Le tore est gonfle´ sous pression interne et on suit, en fonction de la pression, la posi-
tion radiale (selon l’axe x) du point note´ I sur la figure IV.13. La figure IV.14 pre´sente
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Fig. IV.14 – Diagramme d’e´quilibre du tore.
paraˆıtre la branche primaire (note´e mode 0 sur le graphique) pour laquelle la pression
commence par augmenter avec le rayon du tore, puis chute alors que le rayon continue de
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croˆıtre. Sur cette branche, toutes les syme´tries de la configuration initiale sont conserve´es
et les de´forme´es correspondantes sont similaires a` celle pre´sente´e sur la figure IV.15 et





Fig. IV.15 – De´forme´es du tore sur les branches secondaires
mis en e´vidence (modes nume´rote´s de 1 a` 4 sur les figures IV.14 et IV.15). Chaque mode
correspond a` l’apparition de ”bulles” asyme´triques sur le tore. Le premier mode corres-
pond a` l’apparition d’une bulle unique (de´forme´e 1 sur la figure IV.15), le deuxie`me mode
correspond a` l’apparition de deux bulles (de´forme´e 2 sur la figure IV.15) et de meˆme pour
les modes 3 et 4 (de´forme´es 3 et 4 sur la figure IV.15). Tous ces modes sont des modes
doubles. En effet, la bulle du mode 1 peut a priori apparaˆıtre sur n’importe quelle partie
du tore. Comme dans le cas du cylindre, nous avons e´te´ amene´ a` ajouter des conditions
aux limites artificielles permettant de transformer ces modes doubles en modes simples.
Il n’existe pas d’autres modes au-dela` du mode 4.
En fait, le nombre de modes existants semble eˆtre une fonction du rapport des rayons
R2/R1. Plus ce rapport est grand, plus les modes de bifurcation sont nombreux. La fi-
gure IV.16 montre par exemple le mode 6 et le mode 9 obtenu pour un rapport ge´ome´trique
R2/R1 = 8.
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Fig. IV.16 – Deux modes de bifurcation pour un tore de rapport R2/R1 = 8.
IV.1.3 Conclusion
Dans cette partie consacre´e a` la re´solution du proble`me quasi-statique de souﬄage de
membranes, les me´thodes de re´solution adopte´es ont e´te´ expose´es. Pour l’obtention de
la courbe d’e´quilibre primaire, l’association du sche´ma classique de Newton-Raphson et
d’une me´thode de longueur d’arc s’est ave´re´e tre`s efficace. De meˆme, la me´thode d’analyse
des points singuliers de bifurcation et d’exploration des courbes d’e´quilibre secondaires
fonctionne bien pour le calcul des branches axisyme´triques. En revanche, les cas tridimen-
sionnels ont fait apparaˆıtre des points de bifurcation d’ordres de multiplicite´ supe´rieurs a`
1. C’est le cas de la membrane cylindrique et du tore de section circulaire. Le calcul des
branches secondaires correspondantes s’est ave´re´ difficile. En effet, les me´thodes mises en
œuvre ici sont adapte´es aux points singuliers d’ordre de multiplicite´ 1, mais pas aux points
singuliers multiples. Pour traiter ces proble`mes, des me´thodes plus complexes doivent eˆtre
envisage´es.
IV.2 Re´solution du proble`me dynamique. Applica-
tion a` la simulation du thermoformage de po-
lyme`res thermoplastiques renforce´s
Dans cette partie, les travaux effectue´s sur les lois de comportement hypere´lastiques
isotropes transverses sont applique´s au proble`me pratique de la simulation du proce´de´ de
thermoformage. L’e´tude porte sur la mise en forme de corps creux de ge´ome´trie simple,
en mate´riau thermoplastique contenant initialement des fibres aligne´es.
Tout d’abord, le code de calculs de´die´ a` la simulation du thermoformage et du moulage
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par souﬄage de´veloppe´ pre´ce´demment dans notre Laboratoire est brie`vement de´crit. Pour
de plus amples de´tails sur cet outil, le lecteur peut se reporter a` [VER97, VER01b,
MAR01]. Nous avons ajoute´ a` ce code une loi de comportement hypere´lastique isotrope
transverse du type de celles de´crites dans le chapitre concernant les lois de comportement.
Des cas de thermoformage de mate´riaux charge´s de fibres sont simule´s et les re´sultats
correspondants sont analyse´s.
IV.2.1 Description du proce´de´ industriel de thermoformage
Le proce´de´ de thermoformage est commune´ment utilise´ dans l’industrie pour la fa-
brication de pie`ces de faible e´paisseur, comme des barquettes alimentaires par exemple.
Une feuille de thermoplastique obtenue par extrusion est fixe´e sur ses bords avant d’eˆtre
chauffe´e a` sa tempe´rature de mise en forme puis pousse´e sur un moule par aspiration
de l’air entre le moule et la feuille. La figure IV.2.1 pre´sente le sche´ma de principe du
proce´de´. Pour plus de de´tails sur ce type de proce´de´s, on peut par exemple se re´fe´rer a`




Fig. IV.17 – Description du proce´de´ de thermoformage.
IV.2.2 Caracte´ristiques du code de calculs utilise´
Ge´ne´ralite´s
Dans ce code, la pie`ce souﬄe´e est mode´lise´e par une membrane discre´tise´e par des
e´le´ments finis triangulaires a` trois noeuds. Le proble`me est conside´re´ isotherme. Les
mate´riaux sont suppose´s hypere´lastiques et le contact avec le moule est conside´re´ col-
lant. Compte tenu des masses et des acce´le´rations observe´es dans les proce´de´s re´els, les
effets d’inertie sont ne´gligeables et le phe´nome`ne est essentiellement quasi-statique. Tou-
tefois, le proble`me est ici conside´re´ dynamique pour des raisons de simplicite´ nume´rique.
En effet, les e´quations de la dynamique y sont discre´tise´es en temps en utilisant un sche´ma
de re´solution de type dynamique explicite. Avec un tel sche´ma, il n’y a pas de matrice
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tangente a` calculer ni a` inverser. Pour des proble`mes admettant un grand nombre de
degre´s de liberte´ comme c’est le cas de la simulation du thermoformage, cette approche
pre´sente un avantage certain en terme de temps de calcul et d’espace me´moire.
D’un point de vue chronologique, ce travail a e´te´ le premier effectue´ durant la the`se.
Il a permis de se familiariser avec la formulation des e´quations de membrane et avec
les lois de comportement hypere´lastiques. Les re´sultats expose´s dans cette partie ont e´te´
pre´sente´s dans [CHE00, CHE01].
Discre´tisation spatiale
En ajoutant les termes provenant des effets d’inertie, le Principes des Travaux Vir-
tuels (III.2) s’e´crit maintenant :∫
S0
H δuρ0u¨dS0 = −
∫
S0
H δE : S dS0 +
∫
S
p δu · n dS ∀δu (IV.36)
ou` u¨ est le champ d’acce´le´ration et ρ0 est la masse volumique initiale. Le terme de gauche
correspond au travail virtuel des quantite´s d’acce´le´ration, les autres termes ont e´te´ de´finis
dans l’e´tude statique pre´ce´dente. La feuille est discre´tise´e par des e´le´ments de membrane
T3 et le Principe des Travaux Virtuels est applique´ sur chaque e´le´ment. Les contributions
e´le´mentaires sont ensuite assemble´es afin d’obtenir le syste`me discret suivant, de´fini a`
chaque instant t :
MU¨(t) = Fext(t)− Fint(t) (IV.37)
ou` M est la matrice masse du syste`me inde´pendante du temps, U¨(t) est le vecteur des
acce´le´rations nodales, Fext(t) et Fint(t) sont respectivement les forces nodales exte´rieure
et inte´rieure. Le syste`me d’e´quations (IV.37) est un syste`me d’e´quations non-line´aires
d’inconnue t.
Discre´tisation temporelle
Pour re´soudre ce syste`me, le temps est discre´tise´ en intervalles et l’acce´le´ration est
estime´e a` partir des de´placements calcule´s aux temps discrets pre´ce´dents en utilisant
la me´thode des diffe´rences finies centre´es du deuxie`me ordre. Ce sche´ma de re´solution
est stable a` condition que le pas de temps reste infe´rieur a` une valeur critique. Ce pas
de temps critique peut eˆtre relie´ au temps que mettrait une onde e´lastique a` traverser
un e´le´ment. Dans notre code de calculs, il est calcule´ automatiquement. La matrice M
est approche´e par une matrice diagonale MD dont chaque terme diagonal est la somme
des termes de la ligne correspondante de la matrice M (me´thode dite Special Lumping
Technique [ZIE94]). Le syste`me a` re´soudre devient alors diagonal et chaque terme du
vecteur de´placement nodal U i (de´placement du degre´ de liberte´ i) au temps t + ∆t ne
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+ 2U i(t)− U i(t−∆t) (IV.38)
Pour initialiser le sche´ma, les de´placements et vitesses de tous les noeuds sont initialement
conside´re´s nuls.
Traitement du contact
Dans ce type de proce´de´, le contact entre la paraison chaude et le moule froid est clas-
siquement conside´re´ collant [NIE90]. En effet, on suppose que le refroidissement brusque
de la membrane engendre une augmentation locale de sa raideur qui empeˆche toute
de´formation ulte´rieure de la zone en contact.
Ici, le moule est discre´tise´ par des facettes triangulaires a` trois noeuds. A` chaque instant
t, on recherche les noeuds ayant pe´ne´tre´ le moule. Pour chaque noeud de la membrane,
l’intersection entre la ligne passant par les positions du noeud a` l’instant t − ∆t et t,
et le plan de´fini par chacun des e´le´ments du moule est calcule´e. Pour cela, un syste`me
de trois e´quations line´aires est re´solu, et ce pour chacune des facettes [MAR01]. Si cette
intersection existe, on ve´rifie qu’elle se trouve a` l’inte´rieur de l’e´le´ment et que sa position
sur la ligne est situe´e entre les positions a` t−∆t et a` t du noeud. Si ces dernie`res conditions
sont ve´rifie´es, alors le noeud en question a traverse´ un des e´le´ments du moule durant le
pas de temps. Une liste des noeuds ayant traverse´ le moule au cours du pas de temps
est ainsi construite. Ces noeuds sont alors reprojete´s sur le moule au point d’intersection
pre´ce´demment calcule´. Ceci revient a` supposer que la trajectoire du noeud au cours du
pas de temps est line´aire. Cette hypothe`se n’est pas tre`s contraignante lorsque le pas de
temps est suffisamment petit, ce qui est le cas avec le sche´ma dynamique explicite utilise´.
Les noeuds projete´s sur le moule sont alors fixe´s pour le reste de la simulation.
Algorithme de remaillage adaptatif
Comme nous l’avons vu pre´ce´demment lors de la construction du nouvel e´le´ment, l’un
des principaux proble`mes lie´s a` l’utilisation d’e´le´ments triangulaire T3 est qu’ils restent
plans tout au long de la de´formation. En tenant en compte de leur grandes de´formations,
il devient impossible de simuler efficacement les e´volutions de la ge´ome´trie pre`s des bords
ou des coins des moules sans utiliser beaucoup d’e´le´ments. Le raffinement du maillage est
donc ici une technique inte´ressante. Un crite`re et un algorithme de raffinement simples ont
e´te´ adopte´s. A` cause des grands de´placements, des grandes de´formations et du contact,
le proble`me est fortement non-line´aire du point de vue ge´ome´trique. C’est pourquoi un
crite`re de raffinement fonde´ sur la diffe´rence d’angle entre les e´le´ments voisins a e´te´ utilise´.
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Lorsqu’on souhaite raffiner le maillage, par exemple tous les n pas de temps, on effectue
les ope´ration suivantes pour chaque e´le´ment e de la membrane :
– on construit une liste des e´le´ments ayant un cote´ commun avec e ;
– on calcule les vecteurs normaux a` e et a` chacun des e´le´ments de la liste ;
– on calcule un vecteur normal moyen a` partir des normales pre´ce´dentes ;
– l’angle entre les normales a` chacun des e´le´ments et la normale moyenne est de´termine´
et compare´ avec une valeur limite de´finie par l’utilisateur.
Si un de ces angles est supe´rieur a` l’angle limite, l’e´le´ment correspondant est divise´. De
plus, une surface limite est de´finie par l’utilisateur afin d’e´viter la cre´ation d’e´le´ments trop
petits. L’algorithme de division adopte´ est celui propose´ par Nambiar et al. [NAM93], qui
consiste a` ajouter un noeud au milieu du plus grand cote´ de l’e´le´ment a` raffiner.
IV.2.3 Implantation de la loi de comportement
L’implantation d’une loi de comportement hypere´lastique isotrope transverse s’est faite
ici de manie`re tre`s simple. La formulation adopte´e dans la partie concernant l’e´criture de la
fonction e´nergie de de´formation a e´te´ utilise´e. Il faut noter que pour l’approche dynamique
explicite, seule la relation contrainte S - de´formation C est conside´re´e, l’ope´rateur tangent
n’e´tant pas utilise´. Chaque e´le´ment fini doit maintenant contenir l’information qui pre´cise
la direction des fibres a0. A` partir de ces informations et de la donne´e de la fonction e´nergie
de de´formation, le calcul s’effectue de manie`re similaire au cas isotrope de´ja` e´tudie´ par
ailleurs [MAR01].
Dans la pratique, une forme tre`s simple de W a e´te´ adopte´e :
W = C1 (I1 − 3) + C2 (I2 − 3) + Cf (I4 − 1) (IV.39)
Cette e´quation est la ge´ne´ralisation isotrope transverse du mode`le classique de Mooney-
Rivlin. Une formulation identique a e´te´ utilise´e par Kyriacou et al. [KYR96]. Comme nous
l’avons mentionne´ pre´ce´demment, une telle forme de W nous semble errone´e, mais nous
avons de´cide´ de l’utiliser malgre´ tout pour valider nos re´sultats.
IV.2.4 Exemples nume´riques
IV.2.4.1 Validation : souﬄage libre d’une membrane plane
Pour valider l’implantation du mode`le de comportement, nos re´sultats sont compare´s
a` ceux de Kyriacou et al. [KYR96]. Pour re´soudre le proble`me de souﬄage, les auteurs
utilisent une approche quasi-statique et des e´le´ments finis a` quatre noeuds Q4.
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Le souﬄage d’une membrane carre´e initialement plane est examine´e. La longueur des
coˆte´s de la membrane est note´e L, son e´paisseur H et la pression de souﬄage p. Le
comportement du mate´riau est mode´lise´ par une loi de comportement du type Mooney-
Rivlin ge´ne´ralise´ (IV.39). Les fibres sont suppose´es de direction uniforme sur toute la





La membrane est pre´alablement e´tire´e dans son plan de sorte que la longueur de ses coˆte´s
devienne l = 1, 1L. Cette pre´-tension est utilise´e par Kyriacou et al. pour e´liminer la
singularite´ de la matrice tangente lors du premier pas de chargement. Dans notre cas,
cette pre´-tension est inutile du point de vue nume´rique.
Pour le calcul proprement dit, les valeurs nume´riques suivantes sont adopte´es pour les
diffe´rents parame`tres :
L = 1 H = 0, 001 C1 = 1 C2 = 0 Cf = 1 (IV.41)
Dans notre cas, la membrane est maille´e avec 400 e´le´ments finis T3 alors que les auteurs
utilisent 100 e´le´ments finis de type Q4. De plus, lorsque la direction des fibres est paralle`le
a` une des directions des coˆte´s de la membrane carre´e, les proprie´te´s de syme´trie sont
utilise´es pour n’e´tudier qu’un quart de la structure.
Tout d’abord, conside´rons le cas ou` les fibres sont paralle`les a` un coˆte´ de la membrane.
La pression de souﬄage p∗ est augmente´e de 1 a` 9,5. La figure IV.18 montre l’e´volution de























Fig. IV.18 – Souﬄage d’une membrane carre´e : e´volution de la hauteur du centre de la
membrane en fonction de la pression.
maximale obtenue, la hauteur de la bulle est e´gale a` 0,52. Comme le montre la figure, nos
re´sultats sont identiques aux re´sultats nume´riques de´ja` publie´s [KYR96]. Dans un second
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temps, l’influence de l’orientation des fibres est e´tudie´e. Dans ce cas, on ne conside`re
qu’une valeur de la pression, p∗ = 6, et on e´tudie l’e´volution de la hauteur du centre de la
membrane en fonction de l’orientation initiale des fibres. Celle-ci est repre´sente´e par l’angle
entre l’un des coˆte´s du carre´ (ici, la direction globaleX) et le vecteur orientation des fibres,



























Fig. IV.19 – Souﬄage d’une membrane carre´e : e´volution de la hauteur du centre de la
membrane en fonction de l’orientation initiale des fibres.
pre´sente une forme de sinus et est syme´trique par rapport a` l’angle 45◦ qui repre´sente la
direction diagonale de la membrane carre´e. Cette syme´trie des re´sultats est e´videmment
une conse´quence de la syme´trie de la ge´ome´trie initiale. On note que la hauteur maximale
est obtenue lorsque les fibres sont aligne´es suivant la direction diagonale, c’est le cas ou` la
membrane est la moins raide. Les re´sultats obtenus ici sont identiques a` ceux de Kyriacou
et al. avec un e´cart ne de´passant pas 0,003%.
En fait, toutes ces simulations ont e´te´ effectue´es sur la partie ascendante de la courbe
de charge ou` la pression augmente avec la de´formation. Seule cette partie de la courbe
d’e´quilibre est e´tudie´e par Kyriacou et al. Dans notre e´tude, un chargement de type
de´bit impose´ est utilise´ pour franchir le point limite. La pression du gaz contenu sous
la membrane est calcule´e a` chaque temps discret en utilisant la loi des gaz parfaits et le
calcul du volume sous la membrane [VER01b]. En utilisant cette me´thode, le point limite
est franchi et des e´tats de de´formation plus grands peuvent eˆtre calcule´s comme le montre
la figure IV.20 qui pre´sente l’e´volution de la pression en fonction de la hauteur de la bulle.
Pour conclure cet exemple, examinons la ge´ome´trie de´forme´e de la membrane. La
figure IV.21 montre une configuration de´forme´e pour deux orientations initiales diffe´rentes












Fig. IV.20 – Souﬄage d’une membrane carre´e : e´volution de la hauteur du centre de la
membrane en fonction de la pression sous chargement de de´bit impose´.











Fig. IV.21 – Configuration de´forme´e d’une membrane carre´e souﬄe´e. En haut, les fibres
sont oriente´es dans la direction d’une diagonale. En bas, les fibres sont oriente´es pa-
ralle`lement a` un coˆte´ de la membrane.
d’orientation des fibres. La syme´trie ge´ome´trique classique rencontre´e dans le cas isotrope
est e´videmment perdue et une bulle a tendance a` se former dans la direction la moins
raide de la membrane c’est-a`-dire dans la direction perpendiculaire aux fibres.
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IV.2.4.2 Application au thermoformage
Deux exemples simples de mise en forme sont traite´s dans ce paragraphe. Ils concernent
le thermoformage d’une membrane carre´e dans un moule de section carre´e et le thermo-
formage d’une membrane circulaire dans un moule cylindrique. Ici, les re´sultats obtenus
pour un thermoplastique classique suppose´ isotrope sont compare´s a` ceux obtenus pour
le meˆme mate´riau renforce´ par des fibres aligne´es. Classiquement, ce type de simulation
vise a` pre´dire la re´partition d’e´paisseur finale de l’objet fabrique´. Ce sont ces re´partitions
d’e´paisseur qui seront e´tudie´es en fonction du comportement du mate´riau.
Les calculs ont e´te´ effectue´s pour un mate´riau isotrope et pour un mate´riau isotrope
transverse. L’e´nergie de de´formation W = C1(I1 − 3) + Cf (I4 − 1) de´finit la loi de com-
portement utilise´e. Les constantes mate´rielles correspondantes sont :
C1 = 1 Cf = 0 (IV.42)
dans le cas isotrope, et :
C1 = 1 Cf = 3 (IV.43)
dans le cas isotrope transverse. Pour ce type d’application, le module de maillage adaptatif
est utilise´ afin de repre´senter avec pre´cision la ge´ome´trie de la membrane au voisinage des
coins du moule. De plus, compte tenu des syme´tries, seul un quart de la structure est
mode´lise´.
Les figures IV.22 et IV.23 pre´sentent quatre e´tapes du processus de thermoformage
respectivement de la boˆıte carre´e et de la boˆıte cylindrique. Sur chacune des figures, le
cas isotrope est repre´sente´ a` gauche et le cas isotrope transverse a` droite. Dans les cas re-
latifs au mate´riau isotrope transverse, les lignes sur les membranes de´forme´es permettent
de visualiser la direction des fibres. Les niveaux de gris repre´sentent le rapport entre les
e´paisseurs initiale et finale (h/H) de la membrane. L’allure de la courbe de re´partition
d’e´paisseur est la meˆme dans tous les cas. Dans le cas isotrope, la re´partition d’e´paisseur
sur la pie`ce finale respecte les syme´tries du moule, ce qui e´tait attendu. Dans les cas ani-
sotropes, cette syme´trie de la re´partition d’e´paisseur est rompue. La figure IV.24 souligne
cette dernie`re remarque. Cette figure pre´sente le rapport d’e´paisseur sur la ge´ome´trie fi-
nale en fonction d’une abscisse curviligne mesure´e le long des parois du moule. Les lignes
de mesure d’e´paisseur sont repre´sente´es par des courbes qui figurent dans le coin supe´rieur
droit de chacun des graphiques. Le graphique de gauche pre´sente le cas du moule cylin-
drique, celui de droite le cas du moule cubique. Tout d’abord, toutes les courbes ont la
meˆme allure : l’e´paisseur la plus importante est releve´e pre`s de la zone encastre´e et l’amin-
cissement le plus important est localise´ dans les coins de la pie`ce. Dans les deux cas, la
re´partition d’e´paisseur correspondant aux lignes (XZ) et (YZ) sont identiques lorsque le











































































































Fig. IV.22 – Quatre e´tapes de la simulation du thermoformage d’une membrane carre´e












































































































Fig. IV.23 – Quatre e´tapes de la simulation du thermoformage d’une membrane circu-
laire initialement plane dans un moule cylindrique. A` gauche : cas isotrope, a` droite : cas
anisotrope.
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Isotrope transverse ligne XZ
















Isotrope transverse ligne XZ
Isotrope transverse ligne YZ
Fig. IV.24 – Re´partition finale des e´paisseurs : a` gauche moule cylindrique, a` droite moule
cubique.
mate´riau est conside´re´ isotrope. Dans le cas isotrope transverse, on ve´rifie bien que la
syme´trie du proble`me est perdue, l’e´paisseur e´tant plus importante selon la ligne (YZ)
que selon la ligne (XZ), et ce pour des fibres oriente´es initialement dans la direction
X. Finalement, on peut noter que la syme´trie est retrouve´e au centre de la pie`ce. Bien
e´videmment, un tel proble`me ne peut pas eˆtre traite´ par une approche axisyme´trique.
Dans la bibliographie, certains auteurs affirment que la loi de comportement uti-
lise´e lors de la simulation des proce´de´s influence peu, voire pas, les re´sultats relatifs a`
la re´partition d’e´paisseur finale. En fait, ceci est vrai dans le cas des mate´riaux isotropes
sous conditions isothermes. deLorenzi et Nied ont montre´ que la prise en compte de la
tempe´rature ne permet plus de s’affranchir d’une repre´sentation fiable du comportement
du mate´riau [DEL91]. Ici, nous avons montre´ que l’anisotropie a elle aussi une importance
notable sur la re´partition finale d’e´paisseur. Meˆmes si nos calculs sont insuffisants pour le
de´montrer, on peut affirmer que la diffe´rence de raideur entre la matrice thermoplastique
et les fibres renforc¸antes joue un roˆle pre´ponde´rant sur la ge´ome´trie finale.
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Chapitre V
E´tude expe´rimentale
Comme nous avons pu le voir pre´ce´demment, une des applications du calcul de mem-
branes est la simulation du proce´de´ de thermoformage. Un des proble`mes majeurs qui
reste ouvert est la de´termination des parame`tres des lois de comportement associe´es aux
thermoplastiques au-dessus de leur tempe´rature de transition vitreuse pour des modes de
de´formation proches de ceux rencontre´s dans ce type de proce´de´. La de´termination de ces
parame`tres est difficile et requiert l’utilisation de dispositifs expe´rimentaux adapte´s. En
effet, il faut eˆtre capable de solliciter un e´chantillon de thermoplastique ramolli par chauf-
fage dans un e´tat de de´formation biaxiale, a` de vitesses de de´formation proches du proce´de´
industriel. La solution ge´ne´ralement adopte´e consiste a` souﬄer une membrane de polyme`re
et a` en mesurer les de´formations qu’on relie a` la pression (voir e´tude bibliographique du
chapitre I). Le montage le plus souvent utilise´ consiste a` gonfler une membrane circulaire
initialement plane. Les mate´riaux e´tant tre`s mous (e´tat semi-solide), il est difficile d’adop-
ter un quelconque dispositif me´canique pour mesurer la de´formation et c’est ge´ne´ralement
par analyse d’images que le champ de de´formation est de´termine´. Une me´thode inverse est
alors utilise´e pour de´terminer les parame`tres de la loi de comportement choisie. De telles
expe´riences ont e´te´ mene´es a` bien a` l’IMI (Institut des Mate´riaux Industriels de Bou-
cherville, Que´bec, Canada) [DER98, DER00], et ont permis de de´terminer notamment les
caracte´ristiques me´caniques de l’ABS.
Au cours de nos travaux, nous avons participer au de´veloppement et a` l’utilisation
du dispositif expe´rimental de l’IMI. Nous avons notamment tente´ de l’utiliser pour du
PEHD (Polye´thyle`ne Haute Densite´) charge´ de fibres de verre, mate´riau qui devait eˆtre
utilise´ pour la fabrication de produits par extrusion-souﬄage. A` partir d’e´chantillons
injecte´s, nous avons ainsi souﬄe´ ce mate´riau non-isotrope. Plusieurs proble`mes techniques
sont alors apparus. Le mate´riau charge´ s’est ave´re´ tre`s cassant et il a e´te´ difficile de le
gonfler suffisamment pour mener a` bien l’e´tude. La re´ussite d’une telle e´tude ne´cessite une
re´duction des forces de pression exerce´es et surtout une mise en pression plus lente que celle
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actuellement impose´e par le montage. Afin de re´gler ces proble`mes, nous avons poursuivi
nos travaux sur des mate´riaux isotropes. Dans ce cas-la`, on peut mesurer facilement la
pression mais son controˆle est difficile. L’ouverture brutale de la vanne provoque des coups
de be´lier dans le syste`me qui perturbent les mesures. Il aurait e´te´ souhaitable de pouvoir
mieux controˆler le de´bit d’air et ainsi mieux re´guler la pression, ce que nous n’avons pas
pu faire. Paralle`lement a` cela, nous avons effectue´ des mesures thermographiques qui ont
montre´ que le champ de tempe´rature dans la membrane est loin d’eˆtre uniforme. Ceci
pose e´videmment proble`me connaissant la tre`s grande sensibilite´ de la re´ponse de ces
mate´riaux a` la tempe´rature.
A` notre avis, tous ces parame`tres, difficiles a` controˆler, rendent difficile la de´marche de
caracte´risation pour des thermoplastiques renforce´s a` haute tempe´rature. Pour progresser
dans cette voie, il nous apparaˆıt a` pre´sent indispensable de simplifier l’e´tude afin de
re´gler les proble`mes un par un. Dans ce contexte, la premie`re difficulte´ a` surmonter est
le controˆle du chargement exte´rieur, c’est-a`-dire l’imposition et la mesure du de´bit d’air
et de la pression, ces deux grandeurs e´tant lie´es entre elles et avec le volume contenu a`
l’inte´rieur de la membrane. C’est pourquoi nous avons de´cider, de de´velopper notre propre
dispositif au Laboratoire de Me´canique et Mate´riaux de l’E´cole Centrale de Nantes afin
de s’affranchir, dans un premier temps, du proble`me de la tempe´rature en effectuant des
essais a` l’ambiante. Pour cela, nous e´tudions des mate´riaux caoutchoucs et e´lastome`res
dont le comportement a` froid est similaire a` celui des thermoplastiques chauffe´s. Dans
ce contexte, nous avons choisi de de´velopper un banc d’essais permettant le souﬄage
de membranes cylindriques. Comme mentionne´ dans l’e´tude bibliographique, ce type de
montage pre´sente l’avantage de permettre le controˆle de l’extension et de la dilatation
se´pare´ment, ce qui autorise la mise en place d’e´tats de de´formation biaxiale varie´s. On
peut en effet assez facilement controˆler l’e´tirement de la membrane dans la direction axiale
avant de proce´der au souﬄage. Le support de la membrane e´tant comple`tement se´pare´
de la partie pneumatique du montage, on pourra facilement remplacer le support pour
membranes cylindriques par un support pour membranes planes, et retrouver ainsi le
montage plus classique.
Dans ce court chapitre, nous pre´sentons successivement l’e´tat d’avancement du de´velop-
pement du montage et les premiers re´sultats encourageants obtenus.
V.1 Description du montage
La figure V.1 pre´sente le sche´ma de principe du dispositif expe´rimental et la figure V.2
montre deux photos de ce montage. Notre dispositif expe´rimental peut eˆtre divise´ en trois
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Fig. V.1 – Sche´ma de principe du dispositif expe´rimental.
Fig. V.2 – Photographies du dispositif expe´rimental.
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parties distinctes :
– L’ensemble constitue´ de la membrane et de son support forme une enceinte herme´tique
dans laquelle est injecte´ l’air sous pression.
– L’ensemble pneumatique est muni de plusieurs dispositifs de mesure et de controˆle en
se´rie. Le premier maillon de cette chaˆıne est le re´gulateur de pression (ControlAir
Type500X). Celui-ci convertit une consigne en tension en une pression pouvant
varier de 0 a` 7 bars et permet ainsi de re´guler la pression a` l’entre´e du syste`me. La
chaˆıne est poursuivie par un de´bitme`tre a` flotteur (GMTX CT Platon) permettant
de mesurer les faibles de´bits d’air auxquels nous avons affaire. Pre´ce´dant l’entre´e de
l’enceinte, se trouve une e´lectrovanne proportionnelle (Burkert Type 6022) assurant
la re´gulation du de´bit. Enfin, un capteur de pression couche mince (CFP2) est place´
a` l’inte´rieur de l’enceinte.
Graˆce aux diffe´rents capteurs et controˆleurs de cette chaˆıne, les parame`tres pression
et de´bit pourront eˆtre controˆle´s tre`s pre´cise´ment. Des boucles de re´gulation PID
sont en effet pre´vues afin d’imposer au cours du gonflage la pression ou le de´bit en
controˆlant a` la fois la pression d’entre´e du syste`me et l’ouverture de la vanne d’ali-
mentation. Nous espe´rons ainsi eˆtre en mesure d’imposer des de´bits constants pour
l’e´tude du souﬄage libre ou des pressions constantes pour e´tudier les phe´nome`nes
viscoe´lastiques de relaxation. Ces boucles de re´gulation ne sont pas encore au point,
le proble`me des temps de re´ponse des diffe´rents capteurs n’ayant pas e´te´ re´solu a` ce
jour.
– Le syste`me d’acquisition des donne´es repose sur un PC qui permet, au travers du lo-
giciel d’acquisition de´die´ (VNR250 de´veloppe´ par SYSMAT Industrie), d’e´chantillon-
ner l’e´volution des donne´es physiques (pression et de´bit d’air), et d’acque´rir et sto-
cker les images du souﬄage de la membrane. L’acquisition nume´rique de ces images
se fait a` l’aide d’une came´ra CCD rapide (Motion Vision CA-D6) de re´solution spa-
tiale 532×512 pixels code´s sur 8 bits (256 niveaux de gris). Elle est relie´e au PC par
une carte d’acquisition. La gestion et le parame´trage de la prise de vue sont assure´s
par le logiciel VNR250. Le dispositif d’acquisition dont nous disposons autorise une
fre´quence maximale de 250 images par seconde, et compte tenu des performances
du PC, la dure´e totale d’une e´tude ne peut de´passer 7 secondes a` cette fre´quence,
soit environ 1800 images stocke´es en me´moire.
L’analyse des images est effectue´e en temps diffe´re´ a` l’aide d’un logiciel de´veloppe´ par
Rotinat et al. [ROT01b, ROT01a]. En supposant que la membrane demeure cylindrique
lors du gonflage, la donne´e d’un me´ridien de celle-ci permet d’en de´duire sa ge´ome´trie
comple`te. Les coordonne´es des points des me´ridiens dans le plan perpendiculaire a` l’axe de
la came´ra sont extraits par une technique de de´tection de contour. A` partir de ces donne´es
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et du calibrage initial, l’e´volution de la ge´ome´trie de la membrane peut eˆtre reconstruite.
Pour aller plus loin il faudra eˆtre capable de de´terminer la trajectoire d’un certain nombre
de points d’un me´ridien, ce qui permettra d’avoir acce`s au champ de de´placement et non
plus seulement a` la ge´ome´trie, comme c’est le cas actuellement. Pour cela, nous envisa-
geons de suivre des marqueurs place´s sur la membrane en utilisant d’autres techniques
d’analyse d’images. Toutefois, la connaissance de la ge´ome´trie de´forme´e au cours du souf-
flage constitue de´ja` une information inte´ressante qui permettra dans un avenir proche de
comparer nos calculs a` l’expe´rience.
V.2 Premiers re´sultats
Les re´sultats expe´rimentaux obtenus sont pour l’instant assez limite´s. En effet, apre`s
la conception, il a fallu re´gler en priorite´ les nombreux proble`mes lie´s a` l’acquisition des
donne´es et au controˆle des diffe´rents parame`tres, mettre au point les proce´dures de cali-
bration de la came´ra et e´tudier la synchronisation entre les donne´es des diffe´rents capteurs
et les images enregistre´es. Le banc d’essai est a` pre´sent utilisable et nous pre´sentons ici
les premiers re´sultats.
Une premie`re se´rie d’essais a e´te´ effectue´e avec des e´prouvettes de Ne´opre`ne fournies
par la Socie´te´ Piercan. Ces e´prouvettes sont des membranes cylindriques de longueur
150 mm, de diame`tre 50 mm et d’e´paisseur 0, 6 mm. La figure V.3 montrent quelques
images du souﬄage d’une telle membrane. Le profil de la membrane est analyse´ image
Fig. V.3 – Images de la de´formation du cylindre.
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par image afin d’en extraire son contour. Ces re´sultats exploitables sont pre´sente´s sur la
partie gauche de la figure V.4. Sur cette figure, les profils de la membrane correspondent
a` sept e´tapes du chargement, donc sept valeurs de la pression. La partie droite de la
figure de´crit la courbe de pression obtenue en fonction du temps. Les points dessine´s sur
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Fig. V.4 – Re´sultats expe´rimentaux : a` gauche profils de´forme´s obtenus par analyse
d’images, a` droite pression en fonction du temps (Pa).
de de´veloppement du banc d’essais, nous sommes donc en mesure de relier une pression
donne´e avec la position des flancs de la membrane dans le plan perpendiculaire au plan
focal. En supposant que la membrane reste axisyme´trique, la ge´ome´trie de´forme´e comple`te
de la membrane peut ainsi eˆtre associe´e a` la pression interne. A` partir de ces donne´es,
on peut envisager la mise en place des e´tudes de caracte´risation du comportement du
mate´riau par une de´marche inverse. En minimisant l’e´cart entre la ge´ome´trie mesure´e et
la ge´ome´trie calcule´e pour diffe´rentes pressions de chargement, on pourra de´terminer les
parame`tres de la loi de comportement du mate´riau.
Cependant, il reste a` notre avis des difficulte´s a` surmonter avant cela. En effet, nous
avons constate´ sur tous les essais mene´s a` bien que, passe´ un certain niveau de de´formation,
la membrane perd son caracte`re axisyme´trique, comme le montre la figure V.5. Cette perte
de syme´trie rend impossible la reconstruction de la ge´ome´trie comple`te a` partir des seules
images du me´ridien enregistre´es par la came´ra. Ce re´sultat est malgre´ tout inte´ressant
puisqu’il confirme les re´sultats obtenus lors de l’e´tude nume´rique des bifurcations sur
le proble`me du cylindre. En effet, une branche de bifurcation asyme´trique est mise en
e´vidence expe´rimentalement et celle-ci pre´sente une allure similaire a` celle calcule´e.
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Fig. V.5 – Une configuration asyme´trique pour le cylindre souﬄe´.
Pour conclure ce chapitre, soulignons a` nouveau que cette phase expe´rimentale de nos
travaux en est encore a` ses de´buts et que de nombreuses e´tudes restent a` mener pour
rendre le banc d’essais comple`tement ope´rationnel.
138 Chapitre V. E´tude expe´rimentale
Conclusion
Le pre´sent travail s’inscrit dans le cadre ge´ne´ral de l’e´tude du souﬄage tridimensionnel
de membranes hypere´lastiques. Notre effort s’est plus particulie`rement porte´ sur la prise en
compte d’un comportement mate´riel anisotrope et sur l’e´tude des phe´nome`nes instables.
Pour cela, un code de calculs e´le´ments finis programme´ en Fortran 90 oriente´ objet a
e´te´ de´veloppe´. Celui-ci autorise une implantation aise´e de nouveaux e´le´ments finis et de
nouvelles lois de comportement, et inclut les me´thodes de re´solution adapte´es a` l’analyse
post-bifurcation.
Apre`s un bilan des diffe´rents travaux publie´s sur le sujet (chapitre I), la formulation
ge´ne´rale de lois de comportement hypere´lastiques a e´te´ de´veloppe´e. Cette formulation
nous a permis de montrer que la fonction e´nergie de de´formation pouvait eˆtre e´crite
comme une fonction des invariants du tenseur des dilatations dans le cas isotrope (ce
qui est bien connu), et comme une fonction des invariants de ce meˆme tenseur et du
tenseur d’anisotropie dans le cas anisotrope (chapite II). De plus, l’utilisation de la des-
cription cine´matique par les variables convectives nous a conduit a` la mise en e´quations
du proble`me de souﬄage de membranes non-line´aires dans le cadre non-axisyme´trique.
Une fois ces e´quations e´tablies, notre inte´reˆt s’est porte´ sur le de´veloppement d’un outil
de simulation de´die´ a` ces proble`mes (chapitre III). Pour cela, la me´thode des e´le´ments
finis a e´te´ adopte´e. Notre code de calculs s’appuie sur une architecture oriente´e objet et
exploite les fonctionnalite´s du langage Fortran 90. Les re´sultats obtenus avec les e´le´ments
finis classiques (T3, Q4, Q8), nous ont conduit a` de´velopper un nouvel e´le´ment fini. Celui-ci
assure la continuite´ des tangentes au niveau de chaque noeud. Son utilisation a permis
de re´duire conside´rablement le nombre de degre´s de liberte´ ne´cessaires a` la re´solution des
proble`mes de souﬄage de membranes en grandes transformations.
A` l’aide de cet outil nume´rique, le souﬄage quasi-statique tridimensionnel des mem-
branes a e´te´ e´tudie´ (chapitre IV). Pour cela, des me´thodes de re´solution adapte´es au fran-
chissement des points limites ont e´te´ de´veloppe´es, celles-ci permettant le calcul complet
de la courbe primaire d’e´quilibre aussi bien pour les membranes isotropes qu’anisotropes.
Par la suite, notre attention s’est porte´e sur le comportement post-bifurcation de ces
structures. En effet, au cours de nos simulations, nous avons de´tecte´ la pre´sence de points
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de bifurcation sur les courbes d’e´quilibre. Pour l’e´tude de ces points, des me´thodes de
de´tection, d’isolation et de calcul des branches secondaires ont e´te´ mises en place. Des
exemples nume´riques ont permis de mettre en e´vidence la pre´sence de modes de bifurca-
tions axisyme´triques (de´ja` connus), mais aussi de modes non-axisyme´triques. Finalement,
nos travaux concernant l’anisotropie ont e´te´ utilise´s dans le cadre de la simulation du
thermoformage. Une loi de comportement isotrope transverse a e´te´ implante´e dans un
code de calculs de´veloppe´ pre´ce´demment au Laboratoire. L’e´tude de quelques cas simples
a permis de mettre en e´vidence l’influence importante de la pre´sence de fibres renforc¸antes
dans le mate´riau sur la re´partition finale d’e´paisseur.
Finalement, les travaux expe´rimentaux en cours sont pre´sente´s (chapitre V). Ceux-ci
consistent a` souﬄer une membrane cylindrique afin de reproduire des e´tats de de´formation
biaxiale et de permettre ainsi la caracte´risation des mate´riaux du type caoutchouc. Les
premiers re´sultats obtenus ont e´te´ pre´sente´s. Ils sont encourageants mais le montage
ne´cessite encore certains de´veloppements et mises au point afin d’eˆtre utilise´ de manie`re
syste´matique pour les travaux de caracte´risation du comportement des mate´riaux.
De ces travaux relatifs a` la simulation du souﬄage de membranes tridimensionnelles,
on peut de´gager un certain nombre de re´sultats originaux.
– Tout d’abord, l’utilisation du langage Fortran 90 dans un contexte de programma-
tion oriente´e objet nous paraˆıt prometteur. En effet, la simplicite´ de traduction des
concepts objet, les performances reconnues de ce langage dans le domaine nume´rique
mais aussi la facilite´ de programmation en font a` nos yeux un outil moderne de
de´veloppement qui peut a` l’avenir rivaliser avec le C++.
– Le nouvel e´le´ment finiQ4TC que nous avons de´veloppe´ est bien adapte´ aux ge´ome´tries
de´forme´es dans le contexte des grandes transformations des membranes et permet
de re´duire conside´rablement le nombre de degre´s de liberte´ ne´cessaire a` la re´solution
des proble`mes de souﬄage.
– La prise en compte de lois de comportement hypere´lastiques anisotropes aussi bien
pour le souﬄage libre que pour la simulation du thermoformage a conduit a` des
re´sultats inte´ressants.
– L’utilisation conjointe de notre nouvel e´le´ment fini et de me´thodes de re´solution
de´die´es au traitement des points singuliers a permis de mettre en e´vidence, dans
le cas du cylindre isotrope, des modes de bifurcation axisyme´triques mais aussi des
modes asyme´triques. Ces re´sultats n’ont pas pu eˆtre compare´s a` la bibliographie,
mais doivent cependant eˆtre pris en conside´ration pour les de´veloppements futurs.
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Dans l’avenir, plusieurs axes de de´veloppement peuvent eˆtre envisage´s. Tout d’abord,
notre e´le´ment fini doit faire l’objet de validations plus abouties, notamment avec la
de´termination du nombre de points d’inte´gration optimal, mais aussi avec des cas-tests
plus critiques. De plus, certains de´veloppements pourraient eˆtre mis en œuvre sur la
base de cet e´le´ment : de´veloppement d’un e´le´ment triangulaire similaire, mise en place
d’une me´thode de remaillage adapte´e... Concernant l’e´tude des phe´nome`nes instables,
notre e´tude a mis en e´vidence la pre´sence de points de bifurcation d’ordre de multiplicite´
supe´rieur a` 1 dans le cadre tridimensionnel. Pour les e´tudier, nous les avons simple-
ment transforme´s en points simples. Il nous semble qu’une e´tude plus rigoureuse de ces
proble`mes ne´cessite la prise en compte de me´thodes mathe´matiques mieux adapte´es, ce
que nous n’avons pas rencontre´ dans la bibliographie concernant les membranes.
A` plus court terme, il convient de mettre au point le montage expe´rimental que nous
avons propose´ et brie`vement pre´sente´. Pour cela, de nombreux points sont a` ame´liorer :
controˆle du de´bit et de la pression a` l’inte´rieur de la membrane (re´glage de la boucle de
re´gulation), et ame´lioration et automatisation de la me´thode d’analyse d’images. Ceux-
ci permettront, dans un avenir proche, d’utiliser ce dispositif afin de caracte´riser les
mate´riaux de type caoutchouc sous chargement biaxial.
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Note sur l’utilisation de tableaux dynamiques dans les
types de´rive´s en Fortran 90
L’une des forces du Fortran 90 est sa notion de tableau. Toutes les fonctions internes
au Fortran 90 s’appliquant a` un certain type de donne´e peuvent s’appliquer a` un tableau
de ce meˆme type de donne´e, la fonction agit alors sur chacune des cases du tableau. Cette
fonctionnalite´ tre`s inte´ressante ,notamment dans le cadre de la programmation paralle`le,
est applicable aux types de´finis par l’utilisateur, et donc aux objets et a` leur me´thodes
graˆce au mot clef PURE qui apparaˆıt en FORTRAN 95.
Une variable est de´finie comme un tableau graˆce au qualificatif DIMENSION() qui
de´finit les dimensions et bornes du tableau. Les dimensions d’un tableau classique doivent
eˆtre de´finies explicitement, comme en FORTRAN 77. Les dimensions d’un tableau peuvent
toutefois eˆtre ”suppose´es” a` l’inte´rieur d’une routine si ce tableau est un parame`tre de la
routine. On peut aussi de´finir des tableaux avec le qualificatif ALLOCATABLE. Le ta-
bleau peut alors eˆtre alloue´ en cours d’exe´cution du programme. Ceci est particulie`rement
inte´ressant dans le cadre de la me´thode des e´le´ment finis, puisque la taille des vecteurs
et matrices a` construire n’est connue qu’au moment ou` le nombre de degre´s de liberte´
du proble`me est de´termine´. Le qualificatif ALLOCATABLE permet donc d’allouer dy-
namiquement des tableaux et donc d’optimiser la place occupe´e en me´moire par un tel
programme.
On peut bien suˆr de´finir des types de´rive´s contenant des tableaux classiques. Il n’est
malheureusement pas possible d’utiliser le qualificatif ALLOCATABLE a` l’inte´rieur des
types de´rive´s. On peut toutefois cre´er des objets dont les composantes sont des tableaux
dynamiquement allouables, et ceci a e´te´ beaucoup utilise´ dans les classes que nous avons
cre´e´es dans notre programme e´le´ments finis objet. Pour cela, il faut utiliser des variables
ayant le qualificatif POINTER (pointeur).
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Notion de pointeur en FORTRAN 90
Une variable Fortran 90 peut avoir le qualificatif POINTER. Une telle variable est alors
un pointeur qui peut pointer sur une variable ayant le meˆme type qu’elle. Le programme
suivan pre´sente un exemple d’utilisation d’un pointeur sur un re´el :
REAL, TARGET :: a










Dans ce bloc de programme, b et c sont des pointeurs sur des re´els. On voit apparaˆıtre
l’ope´rateur (=>) qui permet d’associer un pointeur d’un certain type a` une variable de
type TARGET (cible) ou a` un pointeur du meˆme type, et l’ope´rateur NULLIFY qui
permet de ”de´sassocier” un pointeur. A` la deuxie`me ligne du programme, b pointe sur
la variable a. Le pointeur b prend donc le statut ASSOCIATED (associe´). Tant que b
n’est pas de´sassocie´, elle renvoit la valeur contenue dans la variable a a` chacune de ses
utilisations. Ainsi l’instruction WRITE(*,*) b affichera la valeur sur laquelle pointe b,
c’est-a`-dire 1, la valeur contenue dans a. A` la ligne suivante, c pointe sur b. Un pointeur
pointant sur un autre pointeur prend le statut de celui-ci. Si ce second pointeur est associe´,
alors le premier pointeur pointe sur sa cible. Ici, c pointe sur b qui pointe sur a, tout
se passera dans la suite comme si c pointait sur a, quelles que soient les modifications
faites sur b. Ainsi, l’instruction WRITE(*,*) c affichera la valeur de a. L’instruction
NULLIFY(b) de´sassocie le pointeur b. Il ne peut plus eˆtre utilise´ dans une expression.
Une instruction WRITE(*,*) b produirait alors une erreur. La fonction ASSOCIATED
permet de ve´rifier si un pointeur est associe´ avant de l’utiliser. Lorsqu’on e´crit c=2., ou` c
est un pointeur associe´, c’est la variable sur laquelle pointe c qui prend la valeur 2. Ainsi
a` la fin du bloc d’exemple, la variable a contient le re´el 2.
Cette description succincte du fonctionnement des pointeurs suffit pour la suite de
notre propos.
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Pointeur sur un tableau
La caracte´ristique pointeur peut eˆtre utilise´e pour construire des tableaux dynamiques,
proches des tableaux ALLOCATABLE, et utilisables dans les type de donne´e :
REAL, POINTER, DIMENSION(:) :: a
La de´claration pre´ce´dente cre´e un pointeur sur un tableau de re´els a` une dimension, de
taille encore inde´termine´e. Mais a n’est pas un tableau de pointeurs, c’est bien un pointeur
sur un tableau. Des instructions du type a(1)=>b sont invalides. En revanche, a=>b ou`
b est un tableau a` une dimension ayant la caracte´ristique TARGET est possible. a peut
meˆme pointer sur une section d’un tableau : avec a=>c(2,:), a pointe sur la deuxie`me
colonne du tableau c. Ainsi, a(1) renvoie la valeur c(2,1).
On peut allouer un pointeur sur un tableau, a` l’aide de l’instruction ALLOCATE.
Tout se passe alors comme si le pointeur et le tableau sur lequel celui-ci pointe e´taient
la meˆme entite´. Ainsi, du point de vue de l’utilisation, un pointeur sur un tableau, de`s
lors qu’il est alloue´, se comporte comme un tableau classique. Comme de plus il peut
apparaˆıtre dans une de´claration de type de´rive´, cela permet de construire des objets
contenant des tableaux dynamiques. Il conviendra alors d’allouer ces tableaux dans une
fonction constructeur de l’objet conside´re´. Outre la possibilite´ d’eˆtre utilise´ dans un type
de´rive´, ce type de tableau peut eˆtre employe´ comme argument d’une fonction f, ce qui
n’est pas le cas des tableaux ALLOCATABLE. Ceci est particulie`rement utile lorsqu’un
tableau ne peut pas eˆtre alloue´ par l’unite´ appelant f, puisque les dimensions de ce tableau
sont justement calcule´es a` l’inte´rieur la fonction f.
Construction de tableaux de pointeurs
Un pointeur, utilise´ comme tel, constitue en fait un raccourci vers une variable. Dans
notre programme, certaines variables, comme les noeuds, sont utilise´es dans plusieurs
structures. Il existe par exemple un tableau contenant tout les noeuds d’un mode`le, et
par ailleurs des e´le´ments qui lient ces noeuds entre eux. Une me´thode travaillant sur un
e´le´ment peut avoir besoin des noeuds de cet e´le´ment. Pour e´viter d’avoir a` copier dans
chaque e´le´ment ses noeuds, on pre´fe`re qu’un objet de la classe ELEMENT contienne un
tableau de pointeurs sur les noeuds de l’e´le´ment en question. Une fois les e´le´ments cre´e´s et
graˆce aux me´canismes des pointeurs, tout changement sur un noeud se re´percutera dans les
e´le´ments pointant sur ce noeud. On a donc besoin de cette possibilite´ de cre´er un tableau
de pointeurs sur le type de´rive´ NOEUD. Le seul moyen permettant d’effectuer cette
ope´ration consiste a` cre´er un type de´rive´ POINTERNOEUD dont la seule composante
est un pointeur sur un noeud :
TYPE POINTERNOEUD
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TYPE(NOEUD), POINTER :: P
END TYPEPOINTERNOEUD
On peut alors cre´er n’importe quel type de tableau (classique, POINTER ou ALLOCA-
TABLE) du type de´rive´ POINTERNOEUD. Ce me´canisme est souvent utilise´ dans nos
modules et permet l’exe´cution rapide de taˆches qui ne´cessiteraient autrement beaucoup
de copies inutiles et ralentirait l’exe´cution du programme dans son ensemble.

